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F R E D G O V O R 


"Zbirka  zadataka  za  polaganje  prijemnog  ispita  sa  resenjima"  namenjena 
je  kandidatima  koji  ce  konkurisati  za  upis  u prvu  godinu  osnovnih  studija  na 
Tehnoloskom  fakultetu  u Leskovcu  na  smerovima:  farmaceutsko-kozmeticko 
inzenjerstvo,  hemijsko  i biohemijsko  inzenjerstvo,  prehrambeno  inzenjerstvo, 
organska  hemijska  tehnologija  i polimerno  inzenjerstvo,  dizajn  tekstila  i 
projektovanje  tekstilnih  proizvoda  i tekstilno  inzenjerstvo. 

U prvu  godinu  osnovnih  studija  mogu  se  upisati  lica  koja  imaju 
zavrseno  srednje  obrazovanje  u cetvorogodisnjeni  trajanju,  i to:  gimnaziju  ili 
srednju  strucnu  skolu. 

Kandidat  koji  konkurise  za  upis  u pi-vu  godinu  osnovnih  studija  polaze 
prijemni  ispit  iz  jednog  od  tri  predmeta:  Matematika,  Fizika  ili  Hemija,  po 
svom  izboru,  po  programu  za  srednje  skole  u cetvorogodisnjeni  trajanju. 

Kandidat  koji  je  kao  ucenik  treceg  ili  cetvrtog  razreda  srednje  skole 
osvojio  jedno  od  prva  tri  pojedinacna  mesta  na  republickom  takmicenju  koje 
organizuje  Ministarstvo  prosvete,  odnosno  saveznom  ili  medunarodnom 
takmicenju  iz  nastavnog  predmeta  iz  koga  se  polaze  prijemni  ispit,  ne  polaze 
prijemni  ispit  iz  tog  predmeta.  U tom  slucaju  prijemni  ispit,  odnosno  deo  tog 
ispita  vrednuje  se  maksimalnim  brojem  bodova. 

Kandidat  koji  konkurise  za  upis  u prvu  godinu  osnovnih  studija  na 
smeru  Dizajn  i projektovanje  tekstilnih  proizvoda  polaze  i ispit  za  proveru 
sklonosti  iz  predmeta  Crtanje. 

Redosled  kandidata  za  upis  u prvu. godinu  osnovnih  studija  utvrduje  se 
na  osnovu  opsteg  uspeha  postignutog  u srednjoj  skoli  i rezultata  postignutog  na 
prijemnom  ispitu,  odnosno  ispitu  za  proveru  sklonosti. 

Pod  opstim  uspehom  u srednjoj  skoli  podrazumeva  se  zbir  prosecnih 
ocena  iz  svih  predmeta  u prvom,  drugom,  trecem  i cetvrtom  razredu,  pomnozen 
sa  2.  Po  ovom  osnovu  kandidat  moze  steci  namanje  16,  a najvise  40  bodova. 

Na  osnovu  rezultata  postignutog  na  prijemnom  ispitu,  kandidat  moze 
osvojiti  najvise  60  bodova. 

Rezultat  na  ispitu  za  proveru  sklonosti  ocenjuje  se  sa:  polozio  ili  nije 
polozio. 

Kandidat  koji  nije  polozio  ispit  za  proveru  sklonosti  ne  moze  se  upisati 
na  smer  Dizajn  i projektovanje  tekstilnih  proizvoda,  ali  moze  konkurisati  za 
upis  u prvu  godinu  osnovnih  studija  na  drugim  smerovima  pod  vec  opisanim 
uslovima  za  upis. 

Rang  lista  kandidata  sacinjava  se  prema  ukupnom  broju  bodova  svakog 
kandidata. 


Fak ultet  utvrduje  jedinstvenu  rang  listu  za  kandidate  koji  se  finansiraju 
iz  budzeta  ili  sami  placaju  skolarinu.  Mesto  na  jedinstvenoj  rang  listi  odreduje 
da  li  kandidat  moze  biti  upisan  u prvu  godinu  osnovnih  studija,  kao  i da  li  ce 
biti  finansiran  iz  budzeta  ili  ce  placati  skolarinu.  Kandidat  koji  nije  stekao  uslov 
za  upis  na  zeljeni  smer  moze  se  upisati  na  drugi  smer  ako  ima  slobodnih  mesta 
u statusu  studenta  koji  se  finansira  iz  budzeta  ili  sam  placa  skolarinu. 

Ova  Zbirka  je  podeljena  u cetiri  dela.  U prvom  delu  dat  je  Program  za 
pripremu  prijemnog  ispita  iz  Matematike  sa  78  resenih  zadataka.  Drugi  deo 
sadrzi  Program  za  pripremu  prijemnog  ispita  iz  Hemije  sa  149  resenih  zadataka. 
U trecem  delu  dat  je  Program  za  polaganje  prijemnog  ispita  iz  Fizike  sa  1 62 
lesena  zadatka  i 89  zadataka  za  samostalni  rad.  Cetvrti  deo  sadrzi  Program  za 
polaganje  ispita  za  proveru  sklonosti  iz  predmeta  Crtanje  sa  jednim  resenim 
primerom. 

Zadatke  u Zbirci  sastavili  su  profesori  koji  na  Fakultetu  realizuju 
nastavu  i vezbe  iz  odgovarajucih  predmeta,  i to:  prof.  dr  Gospava  Dordevic  i 
dr  Milan  Tasic  (Matematika),  prof.  dr  Petar  Ilic,  prof.  dr  Sinisa  Dordevic  i 
prof.  dr  Dragan  Cvetkovic  (Hemija),  prof.  dr  Momcilo  Kode  (Fizika)  i 
mr  Srdan  Cakic  (Crtanje). 

Zelja  je  autora  da  ovom  Zbirkom  omoguci  kvalitetniju  i laksu  pripremu 
prijemnog  ispita  za  upis  u prvu  godinu  osnovnih  studija  na  Tehnoloskom 
fakultetu  u Leskovcu. 


Prodekan  za  obrazovnu  delatnost 
Prof,  dr  Milorad  Cakic 


Program  za  polaganje  prijemnog  ispita  iz  Matematike 


1.  Kvadratne  jednacine.  Kvadratne  nejednacine.  Vietove  formule. 

2.  Eksponencijalne  jednacine  i nejednacine.  Logaritamske  jednacine  i 
nejednacine.  Jednostavnije  iracionalne  jednacine  i nejednacine. 

3.  Aritmeticki  i geometrijski  niz. 

4.  Trigonometrija:  Prostije  trigonometrijske  jednacine,  osnovne  trigono- 
metrijske  transformacije.  Sinusna  i kosinusna  teorema  i primena. 

5.  Planimetrija:  Podudarnost ' trouglova.  Slicnost  trouglova.  Izracunavanje 
povrsine  ravnih  figura:  trougla,  cetvorougla,  kruga.  Obim  kruga,  duzina 
kruznog  luka. 

6.  Stereometrija:  Prizma,  piramida,  zarubljena  piramida.  Valjak,  kupa,  lopta  - 
povrsina  i zapremina. 


Literatura: 

1 . Zivorad  Ivanovic,  Srdan  Ognjanovic:  Matematika  I,  Zbirka  zadataka  i testova 
za  I razred  gimnazije  i tehnickih  skola; 

2.  Zivorad  Ivanovic,  Srdan  Ognjanovic:  Matematika  II,  Zbirka  zadataka  i 
testova  za  1 1 razred  gimnazije  i tehnickih  skola; 

3.  Srdan  Ognjanovic,  Zivorad  Ivanovic:  Matematika  III,  Zbirka  zadataka  za  III 
razred  gimnazije  i tehnickih  skola; 

4.  Vene  Bogoslavov:  Zbirka  zadataka  za  I,  II  i 111  razred  gimnazije  i tehnickih 
skola. 

Mogu  se  koristiti  i druge  zbirke  zadataka  iz  Matematike  predvidene  za  srednje 
skole  i gimnazije. 
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Zadatak  1.  Skratiti  razlomke  i zapisati  uslove  pod  kojima  dobijene  jednakosti 
vaze: 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 


CL  — 8 (I  4- 1 6 

b{a 2 -4 aj 

3 2 2 

x y-x  y 

Sy{*-y)  ; 

a"  + ab  + a + b 
a + 2 ab  + b 
ab  + ac  - c2  - bc 
bc  -Vc2  + 2 ab  + 2 ac 
a“(c/3  - a2  + a + l) 
a2(3a3-3a2)+3(a2+a3)  ; 


6. 


c3  + 8 

c2(c  -4)+8(r-l)  ’ 


Resenje: 

y a2  - Sa  + 16  _ a2  - 4a  - 4a  + 16  _ a(a  - 4)-  4 (a  - 4)  _ (a  - 4 )(a  - 4)  _ a - 4 
b(a2  -4a)  - 4)]  ab(a  - 4)  ab(a  - 4)  ab 

a ^ 0,  a =£  4,  b ^ 0. 


v3v-x2j2  ^ x2y  = 1 

x3)>(;t-;y)  x3y(x-y)  xJy  x 


x * 0,  y ^ 0,  x ^ y. 


a2+ab  + a + b a(a  + b)  + (a  + b)  (tf  + b)(a  + l)  a + 1 
a2+2ab  + b2  (a  + b)2  (a  + b)2  a + b 


a + b ^ 0. 


ab  + ac-c2  -bc  _ a(b  + c)- c(b  + c)  _ (b  + c)(a-c)  _ <2-c 
bc  + c2  +2ab  + 2ac  c(b  + c)+2a(b  + c)  (b  + c\c  + 2a)  c + 2a 
b + c ^ 0,  c + 2a  ^ 0. 

5 a2(a3  - a2  + a + 1 j a2  \a2{a  - l)  + a + l]  a(a 3 - a2  + a + l)  _ 1 

a2 (3a3  - 3a2  )+  3(a2  + a3 ) 3a4  (a  - 1)+ 3a2  (l  + a)  3a2  (a3  - a2  + a+  l)  3a 

a*0. 
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c3  + 8 (c  + 2 )(c2  - 2c  + 4)  (c  + 2)(c2  - 2c  + 4) 

c2  (c  - 4)+  8(c  - l)  c3  - 4c2  + 8c  - 8 (c  - 2)(c2  + 2c  + 4)-  4c(c  - 2) 

(c  + 2)(c2 -2c  + 4)  (c  + 2)(c2 -2c  + 4j  f + 2 c . 2 ^ 0. 
(c-2)(c2  +2c+4-4c)  (c-2)(c  -2c + 4)  c-2 


~ ' 1 2 
a - x a + x a 

I6x  - x2 

3 + 2x 

2-3* 

2 - x 

x + 2 

a2 

1 

1 

+ . 

( a + b)3  a + b (a  + 6)3 


Zadatak  2.  Izvrsiti  naznacene  operacije: 
^ a 3a  2ax 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 


4jc  - Sxy  2x4  - 8x>  + 8x  V_  1-*  . 


15x 


üe-2 


a -4 


5x 

T 

7 

4a 


x4  -2x3y 

5^1  f 3jc2  1 y A 
~ • "1 + -T 


/ 


U2-4  6- 3a  a + 2 


a 6 

— + — 
6 a 


£ + »+2l+2...fI+I 

6 a ) ab  \a  b 


Resenje : 
1.  -2-. 


2ax 


3a  _ 

a + x a 2 - x2  a - jc  a + x (a-  x\a  + x) 


a2  + ax  + 3a2  - 3ax  - 2ax 
(a  - x)(a  + x) 
a-x^(),a  + x^O. 


3a  2 ax  a(a  + x)  + 3a(a  — x)  - 

(a  - x)(a  + x) 

4a2 -4ax  _ 4a(a  - x)  _ 4a 
(a  - x)(a  + x)  (a  - x\a  + x)  a + x 


^ 16x-x2^3  + 2x  2-3x_  16x-x2  3 + 2x  2 - 3x  _ 

je2  - 4 2 - x x + 2 (x- 2X-^  + 2)  x-2  x + 2 

I6x  - x2  -(3  + 2xX*  + 2)-(2-3xXjc-2)_ 

(x  - 2Xx  + 2) 

I6x-x2 -3x-6-2x2 -4x-2x  + 4 + 3x2 -6x  _ x-2  _ 1 

(x  - 2X*  + 2)  (x  - 2X*  + 2)  x + 2 ’ 

x - 2 ^ 0 , x+2  + 0 . 


2ax 
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3. 


1 1 a2  - (a  + bf  + 1 a2  -a2  -2ab-b2  +1 

( a + bf 


(a  + bf  a + b (a  + b )3  (a  + b)3 

2ab  + b~  — I 


(a  + bf 


4. 


4x2 -Sxy  2x4  -8x3y  + 8x2y2  1-x 

~+ : — = 4x  - 8y  + 

* x4  -2x3y  2 ^ -3 


2x2  (y 2 - 4xy  + 4y2 ) x- 1 
x3(x-2  y)  2 


_4x-8 y | 2(x-2yf  | x-1  = 4x-8y  | 2(x-2y)  x-1 

1 x(x  - 2y)  2 1 x 2 

_ 2x(4x  - 8y)+  4(x  - 2y)+  x(x  - 1)  8x2  -16xy  + 4x-8y  + x2  -x 

2x  2x 

_ 9x2  + 3x  - I6xy  - 8y  _ 3x(3x  + 1)-  8y(2x  + l) 

2x  “ 2x 


15x3  5x  5 

/ y 2 x 


^ f2x2  1 i y 15x4  -5x2y2  +5/  3x4-x2y2+y4 


v/  y + x2 


y4x 


3 2 

y x 


_ 5(3^ 4 - x2y~  + yA 

4 

xy 


) x2y3  5jc  ~ ~ 

1 2 r = — , x^O,  y^O. 

3x  -rf +/  y 


6. 


a-2 

f 4a  a a ^ 

a-2 

4a  a a 2 

a-4 

^a2  - 4 6 - 3a  a + 2 J 

a-4 

v(a  — 2X^  + 2)  3(2  -a)  a + 2) 

_ a - 2 12 a - a{a  + 2)-f  3 a(a  - 2)  _ 12a  - a2  -2 a + 3 a2  - 6a 
a-4  3 (a-  l\a  + 2)  3 (a  - 4\a  4-  2) 

2t/“  + 4a  2a(a  + 2)  2a  0 ~ An 

- TT 777 t - —7 w t = —7 r , a + 2 ^ 0 , a - 4 / 0. 

3(a- 4X^  + 2)  3(a-  4\a  + 2)  2(a-4) 


7.  r-+Ai.f£+A+2i+A..ri+iY=^i.^^2+2^+i_ 

aj  v/?  a ) ab  \a  b)  ab  ab  ab 


r b + a 
^ a/> 


a2  +b2  ab  2 a2b2  a2  + b2  2 ab 

- + - = + ■ 


ab  {a  + b)2  ab  {a  + b)2  {a  + bf  {a+bf 

a 4 2 ab  + b2  (a  4-  bf  n 1 n n 

= — 7 = 7 "4-  = 1 , a^o,  b^O,  a + b^O. 

(a  4-  /;)  (a  + bf 


Zadatak  3.  Resiti  nejednacine: 

1.  {x  + 1X^  + 2)+  3(l-  jc)<  {x  — \ f ; 
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2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 


x-2 
2x  -+- 1 


<0; 


3x  > 5 4x  - 3 

2 8 6 
x + 1 


> 


x + 2 x + 1 
2x  - 3 


x-4 


<i  ; 


n 3x-l  0 
2* + 5 
x2  -1 

(x-lXx-2) 

x - 3 x - 5 

> 

x- 1 x - 3 


<2; 


Resenje: 

1.  (x  + lXx  + 2)+3(l  -x)<  (x  - 1)2 
x + 3x  + 2 + 3 — 3x  — (l  — x)~  < 0 
x2  + 5 - x2  + 2x  - 1 < 0 
2x  < - 4 
x < - 2 


2. 


4 — — <0  (=)  (x  - 2 > 0 A 2x  + 1 < 0)  v (x 

2x  + 1 ' v 

(=)  (x  > 2 A X < ) V (x  <2  A X > (=) 


3.  3-  — > — 24 

2 8 6 

72  - 36x  > l5-4(4x-3) 

72  -36x>  15  - 16x  + 12 

-20x  > 27-72  /•  (-1) 

20x  <45  =>  x < — =>  x < — 

20  4 


4. 


x + l 

> 

x + 2 

x + l 

x + 2 


x 

x + l 

X 

x + l 


>0 


2 < 0 A 2x  + 1 > 0)  (=) 

— < x < 2 
2 


15 


(*+l  f -x(x  + 2 ) ^ n . x2  -H  2jc  + 1 — jc2  -2x  n 
(at+2X^  + 1)  ’ (x  + 2Xx  + l) 


2x-3 

x-4 

2x-3 


x-4 
x + 1 
x-4 


<1 

-iso;  — — ~-3-'*+4  <q 


x-4 
<0  za  x e [-1.4 ) 


6.  0<^-i<2 


2x  + 5 


3x  - 1 
2x  + 5 
3x  - 1 


A 


2x  + 5 

-x-ll 
2x  + 5 

|0 


<2 

-2  < 0 A 


3x  - 1 
2x4-5 
3x  - 1 
2x  4-5 


>0 

^ n 3x  - 1 - 4x  - 10  A 
> 0 ; <0  a 


r\  3X  ~ 1 A 

< 0 A > 0 


2x4-5 


3x- 1 
2x4-5 


1 xe(-  oc 1 1) 


2x4-5 

( 5 

- — oc 

V 


X 4- 1 1 
2x  4-  5 


> 0 A 


3x-l 
2x  4-  5 


>0 


2°  x e I - oc,-  — ( — ,4- oc 


2 

3 

3x  _ ^ 

Resenje  nejednacine  0 < — — -<  2 je  presek  1°  i 2°  , tj. 

X g (-  OC,-ll)o(  -J,+  oc 


x2-l 


<2 


(x-lXx-2) 

x2 -1  „ ^r\  . *2 -1-2*2 +6*-4  A -x2 +6x-5 

(x-lXx-2)”2  <U  ’ x 2 -3x  + 2 <U  ’ x2  - 3x  + 2 


<0 


>0  ; 


x -6x4-5 
x2  -3* + 2 

x2  - 6jc  + 5 = 0 =>  x12  = 


6 ± V36  - 20 


6+4  ^ 6-4 

— r— = 5;x2  = ——  = i 


>0 
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JT  - 3x  + 2 = 0 : 


Xl,2  - ■ 


3±V9-8 


3+1  „ 3-1  , 

x1  = = 2;x2  = = 1 


Resenje:  x e (-  oc,l)i_;  (1,2)^  (5,+  oc) 


H -Y~3  > x~5 
x-1  x -3 

£z!>o-  ~ 3)2 n 

x-1  x-3  U’  (x-lXx-3) 


x2  - 6x  + 9 - x2  + 5x  + x - 5 ^ 

(x-lXx-3) 

Resenje:  x e (-  oc,l)^  (3,+  « ) 


4 

(x-lXx-3) 


>0 


=>(x-l)(x-3)>0 


Zadatak  4.  Resiti  jednacine: 

1.  log(x  - i)+2logJ x + 2 =1  ; 

2.  log5{x2  -llx + 43)=  2 ; 

3 . /<?£x  + /og(x  + 3)  = 1 ; 

4.  log  x- log — - log2  = log(2x  -\-3)  ; 

x - 1 

5.  /^2(x-l)+/ö^2(^  + 2)=  2 . 


Resenje: 

1.  /6>g(x  - l)+  2/c>g  Vx  + 2 =1 

/tfg(x  - l)  + log(x  + 2)  = 1 
log{x-\\x  + l)=\ 

(x-  lX*'  + 2)  = 10  =>  x2  + x-2- 
— 1±  Vl  + 48  - 1 ± 7 


10  = 0 =>  x2  + x-12  = 0 
*1  = 3,x2  = -4 


Medutim,  kako  je  x - 1 > 0 a x + 2>0,  resenje  = 3 ispunjava  navedene 
uslove  za  resavanje  jednacine,  a resenje  x2  = - 4 ih  ne  ispunjava. 


2.  /og5(x2 -llx  + 43)=  2 

x2  -llx  + 43  = 52  =>*2  - llx  + 43  - 25  = 0 =>x2  -11*  + 18  = 0 

ll±Vlil-72  1 1±V49  11  + 7 11-7  „ 

xu= 1 = — y— 1=  — = 9.x2=  — -2 

Kako  je  x2  - llx  + 43  za  x = 9 =>  91  - 99  + 43  > 0 to  je  x = 9 resenje 
jednacine,  a za  x = 2 =>  4 - 22  + 43  > 0 to  je  i x = 2 resenje  jednacine. 
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3.  log  X + log(x  + 3)  = 1 

uslov:  x>0ax  + 3>0=>x>0 

log  x(x  + 3)  = 1 

x(x  + 3)  = 10  =>  x2  + 3x- 10  = 0 

_ - 3 ± ^9  + 40  — 3±7 

X1,2 — - — =>  x,  = 2,x2  = -5 

Resenje  jednacine  je  x = 2 jer  resenje  x = - 5 ne  ispunjava  uslov  x > 0. 


4.  log  X- log log  2 = log(lx  + 3) 

x- 1 7 

uslov  : x>0Ax-l>ÜA2x  + 3>0tj. 

3 


X>0ax>-1ax> 

2 

logx+log{x- 1) - log{lx  + 3)  = log  2 


X > 1 


X2  -X 


Xl,2  ~ 


2x  + 3 
- 5x  - 
5±V25  + 24  5±7 


• = 2 


. x(x  - 1) 
x2  - x = 4x  + 6=>x2  -5x-6  = 0 


x,  = 6,x,  = -1 


Resenje  je  x = 6. 


5.  log2  (x  - 1)+  log2  (x  + 2)  = 2 

uslov:  x - 1 >0ax  + 2>0  =>x>1 
lo8  2{x-\\x  + 2)=2 

(x  - lXx  + 2)=  22  =>  x2  + x - 2 - 4 

-i±vr+24  — 1 ±5 


0=>x  +x-6  = 0 
=>  Xy  = 2,x2  = -3 


Resenje  je  x = 2. 


Zadatak  5.  Resiti  sistem  jednacina 

log  X -log  y = 2 
log  y log  x = 3 


Resenje: 

log  X -log y = 2 
log  y log  x-  3 

Uslov:  x > 0 a y > 0 
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log  — = 2 =>  — — IO2  =>  JC  = lüOy 

y y 

log  y ■ log  x = 3 =>  log  y ■ log  1 OOy  = 3 =>  log  y(log  100  + log  y)-3 

logy(2  + logy)=3 

2logy  +log2  y -3  = 0 ; logy-t 


t2  + 2? -3  = 0=5-  tl2  = 2 * +— 

2 

log  y = 1 =>  y = 10 


- 2 ±4 


' h = 1»  ^2  = — 3 


/ogy  = -3=>y  = 10  3 = ^^=>:,:i  = 10°-}'i  = 1000; x2  = 100-y2  = -|- 

Resenje  sistema  jednacina  je: 

(•«fi.yi)=  (1000,10) 


(xi-yi)= 


i 


i 


10  1000 


Zadatak  6.  Resiti  jednacine: 

1.  log3  + ^log4  + log(5x-l)  = log(x  + 2)+log2 3 ; 

2.  l+log2(x-l)=logx_l4  ; 

3.  *Jlog2  x - log2  8x  + 5 = 0 . 


Resenje: 


1 • /og  3 + ^log  4 + log( 5x  - 1)  = log(x  + 2)+ log  2 3 


log  3 + log  2 + log{5x  - l)  = log{x  + 2)+ 3 log 2 
log(5x  - 1)-  log(x  + 2)=2log2- log 3 


. 5x  - 1 4 

/o£ - = lo8- 

x + 2 3 


5jc  -1 
x -f-  2 


= — =>  15x  -3  = 4x  + 8=>llx  = ll=>x  = 


Resenje  rednacine  je  x=l , jer  je  5 x - 1 > 0 i 


1 

x + 2 > 0,  sto  je  potreban  uslov. 


2.  l+log2(x-l)=logx_14 


uslov  :x-1>0ax-1^1 
x > 1 a x 2 


log2(x-\)+\ 

t2  +t  = 2 


2 4 

log2  (x  - 1) 


smena  : log2(x-l)=  t =>  t + i = 


2 

t 
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- 1 ± Vl  + 8 — 1±3 


t + 1 — 2 = 0 =>  / 

2 2 

log2(x  - l)  = l=>x-l  = 2=>x  = 3 


h — 1»^2  — 


/o£2  (x  - 1)  = -2  =>  x - 1 = 2 


1 , 5 

=>  x = — + 1 = — 

4 4 


3.  y[lög2  x ~ l°82  8 x + 5 = 0 

uslov  : x > 0 a log2x>  0 =>  x > 1 

yflög^x  - log2  8 - log2  x + 5 = 0 

■sjlog2  x - 3 - log2  x + 5 = 0 

smena  : -yJlog2  x = t 

l-t 2 + 2 = 0/-(—  l) 


- 1 — 2 = 0 =>  tl  2 = 


1 ± JJ+8  1 ± 3 


h =2,/i  =-l 


^Jlog2  x - 2 =>  /og2  x = 4 =>  x = 2 =16 

Jiög^x  * -l 


Zadatak  7.  Resiti  nejednacine: 

1 . /ög3  (x^  - 5x  + ö)  < 0 ; 

2.  2logx  > log 2 x ; 

3.  /og1  (x2  -4x  + 3)<  -3  ; 


4.  /ö£2  I < 1 . 

X + l 


Resenje: 

1 . log3  (x‘  - 5x  + ö)  < 0 


uslov: 


-5x  + 6 >0 


5 ± a/25  - 24  5±  1 


Xj  = 3,  x2  = 2 


oblast  definisanosti  : x e (-  oc.2 (3.+  oc) 
/o^3(x" -5x  + ö)  < 0 =>  (x2-5x  + ö)<1  : 
5 ± V25  - 20  5±V5 


x2  -5x  + 5 <0 


Resenje:  x € 


5 — -^5  5 + “sfE 


ri  (-  oc, 2)^  (3,+  oc)  (=)  x s 


f’-^l 

(3 5+v^ 

2 

V J 

2 

\ / 
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X 


2.  2 log  x > log 2 

uslov  : x > 0 

smena  : logx-t 

2 t>r  =>  2t  - 12  > 0 / • (-1) 

I2  -2t  <0 

t(t  - 2)<  0 =>  (e  (0,2)  =>  0 < Zog  x < 2 
/og  x <2  A log  x > 0 
x < 102  a x > 10° 

1 <x  < 100 


3.  Zog,  (x2 -4x  + 3)< -3 

2 

uslov:  x2 -4x  + 3 > 0 =>  x12  - 4±>/l6-l2 

2 

Dakle  : 1°,  x e (-  oc,i)cj  (3,+  oc) 

log  { ( x 2 - 4x  + ß)<  -3 


4 ±2 


3, =1 


x2  - 4x  + 3 > 


^r-3 


•x2  - 4x  + 3 > 8 =>  x2  - 4x  - 5 > 0 


4±-n/i6  + 20  4 ± V36  4±6 


*1,2 


■ x,  =5,  x,  = -1 


2°  X £ (-  OC,— l]cj  [5,+  oc) 

Resenje  nejednakosti  je  presek  1°  i 2° 

x e (-  oc,-l]c^  [5,+  oc) 


4-  log2  — j-  < 1 

JC  + 1 

uslov  : - — - > 0 

x + 2 

1°  x e (-  oc,-l)u  (l,+  oc) 

I * - 1 i * - 1 n jc  - 1 _ ~ x-  l-2x-2  M 

log  2 < 1 =>  < 2 => 2 < 0 , < 0 

JC  + 1 JC+1  JC  + 1 JC+1 

< 0 ^ — > 0 

JC  + 1 JC+1 

2°  JC  G (-  oc,-3)u  (-1,+  oc) 

Resenje  nejednacine  je  presek  1 0 i 2°  jc  e (-  oc -3 )u  (l,+  oc) 
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Zadatak  8.  Resiti  jednacine: 

1.  ax  -ax~3  -a3  +1  =0  ; 

2.  3X  ■ 5X~'  = 45  ; 

3.  4'^  + 16  = 10-2'^  ; 

4.  5x-53_x=20; 

5 2xl  — 2X~3  — 3X~2  — 

6 rir.w _64 
UJ  ’UJ  ~ 27  ’ 

-j  ^x-y[x*-2  _2-2J;-'/jt2-2-l  _| 


Resenje: 


x—3 

<3 

— a 

_ X 

X 

a 

- a ■ a 

X 

1 X 

a 

X 

a 

a3  - 1 

a -ax=aJ-l  ; ax|  1 -|  = aJ-i 


-«’-i/  4 = i 


a - a 


2.  3X  • 5X_1  = 45 

3X  • 5X  ■ 5 1 = 45  ; (3-5Jx  =45-5  ; (l5)x  =3-15  5 

(15)X  =152  =>  x = 2 


3 4v*-2  +i6  = 10-2'/x“2 

2~^x  ~ + 16  = 10  • 2'^x~~2  ; uslov:  *>2  ; smena  : 
,2  in,lU  . . 10±Vl00  - 64  10  + 6 

t -10^  + 16  = 0 ; 1 12= = =>  /, 


2V,X“2  = 8: 

,4^ 


2'^x=2  =23  =>  77^ 


2 = 3=>x-2  = 32  => 


2VX  x = 2 =>  yfx-2  = l=>x-2  = l=>x  = 3 


4.  5 x - 5 3-x  =20 

5X  — 53  • 5"x  = 20  ; smena  : 5X  = t (t  > 0) 
«-12  = 20  /-t 

t 

t2  -125  = 20 1 


r - 20?  - 125  = 0 =>  t12  = 


20  + V 400  + 500  20  + 30 


25  =>  jc  = 2 


2'/x~2  = f 
= 8;  «2  =2 
x-2  = 9=>Jf  = ll; 


^ = 25,  ^ — 5 
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uz  uslov  x2  -2  > 0 i t > 0 


t2--t  = l / • 2 
2 


2/  — 3/  - 2 = 0 ^ 2 = 


3 + V9  + 16  3 ± 5 


2'  V1  ' = 2 =>  x — ^fx2  -2  - l=>x-l  = yfji 

o 

x2  - 2x  + 1 = x2  - 2 =>  -2x  = -3  =>  jc  = — 


„ 1 

— 2,f2  ^ 

2 

-2  , (jc - 1)>  0 


Zadatak  9.  Izracunati  vrednost  izraza: 
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Zadatak  10.  Resiti  sledece  jednacine: 

1.  3 sin  x -2  cos2  x = 0 ; 

2.  cos 3 x - cos  x cos  2x  = 0 ; 

3.  3 + 4cosx  + cos2x  = 0 ; 

4-  tg^x  + ^-cigx  = 0 ; 

5.  sin2x-\-tgx-2  =0  ; 

6.  sin5x  = sin4x  ; 

7.  5m  5x  = cos4x  ; 

8.  sin2x  - sin x - 0 ; 

9.  sin 2 x + cos x = 1 ; 

10.  5m—  + cö5jc  = 1 ; 

2 

11  2 1 

11.  5i/ijc  + cöi  jc  = — ; 

4 

12.  cos x- cos 2x  = l . 

Resenje: 

1 . 3 sin  x -2 cos2  x = 0 

3 5m jc- 2^1  — sin2  jc)=  0 
3 sin x -2 + 2 sin  x = o smena:  sinx  = t 
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0,2  9 n — < # - 3 ± V9  + 16  — 3±5  1 

2/  + 3/  - 2 = 0 =>  f12  = = =>^=-,^*-2 

4 4 2 


1 


n 

x 

smx  = — =>  sin x - — - 0 =>  sinx-  sin—  = 0 =>  2 sin 

2 2 6 2 


1 


n 

x + — 


coy- 


— = 0 


n 

x 

6 _ 


= 0 ili 


n 

XH 

coy — = 0 


71 

x 

— = 0 + kn 

2 

n 

x = 2kn 

6 

x = — h 2kn 

6 


ili 

ili 

ili 


71 

X + — 

— £=*+/* 

2 2 

7T  . 

X + — = 71  + 2171 

6 

_ 57T 

X — V 2 / TT 

6 


(/,/:  e Z) 


2.  cos3  x — cos xcos2x  = 0 

cayx(coy2  x-cos2x)=0=>  coyx  = 0 ili  coy2  x -cos2x  = 0 

cosx  = 0 =>  x = — + kn 
2 

cos 2 x - cay 2x  = 0 =>  cos 2 x - cay2  x + sm2  x = 0 
sin  x - 0 =>  sinx  = 0 =>  x = ln 


3.  3 + 4coyx  + cos2x  = 0 

cos2  x - sin 2 x + 4 cos  x + 3 - 0 
2 cos 2 x - 1 + 4 cos  x + 3:  — 0 
2 cay"  x + 4 cövS  x + 2 = 0 
cay 2 x + 2 cos  x + f = 0 

(coyx  + 1)2  = 0 =>  1 = 0 coyx  = -1  =>  x = 7ü  + 2kn 


4. 


'S 


- cfgx  = 0 


COS  X 

= 0 

sinx 
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sin\  x + — sin x - cos x cosl  x + — 
3j  l 3 


n 


sin  x cosl  x + 


= 0 


COS\  X + — + X 


sinxcos\  x + 


n 


= 0 


cosl 


( 2x  + —1  =0  =>  2 x + — = — + kn 
3 J 3 2 


-7zn  n n kn 

2x  + kn  ^>2x  = — + kn  x = — + — 

2 3 6 12  2 


k eZ 


5 . sin  2x  + tgx  - 2 = 0 

sin  2 x + cos 2 x = 1 / ; sin  2 x 


1 + 


1 


1 


2 . 2 
tg  x sin  x 


*+ 1 

tg2x 


sin2  x 


■ 2 tg2X 

sin  x = — - — — 


1 + tg  x 


sin  x = 


tgx 


Vl  + ^g2 


sin  x + cos  x = 1 / ; cay  x 


1 + 


• 2 


2 2 
COS  X COS  X 


, 2 1 
l + fg  x = 


COS 2 JC 


• CO?  X = ■ 


1 


1 + tg  X 


cosx  = 


1 


sin  2x  = 2 sin  x cos  x = ■ 


2tgx 


l + tg  x 

— —^—  + lgx-2  =0/-(l  +/g2x) 

1 + lg  x 

2t gx  + tgx  + tg3 x - 2 - 2tg2 x = 0 

tg2 x - 2 tg2x  + 3 tgx  -2  = 0 smena  : tgx-t 

t 3 - 2t 2 +3t-2=0 

(t-l^2  -t  + 2)=0=>(t-l)=0=>  t = \ a ;2-;  + 2*0 

tgx  = 1 ==>  x = — + kn 

4 


i 


l+tg  X 


6.  sin5x-sin4x 
sin5x  - sinAx  = 0 

^ . 5x-4x  5x  + 4x  .x  9x 

2sm coy = 0 =>  2 sin— cos — = 0 

2 2 2 2 
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kJ  e Z 


• x 

sin  — = 0 

iii 

9x 

cos  — = 0 

2 

2 

- = kn 

ili 

9x  n . 
— = — + ln 

2 

2 2 

x = 2 kn 

ili 

n 2ln 

x = — + 

9 9 


7.  sin5x  = cos 4x 

sin5x - cos4x  = 0 =>  sm(5x)- sinl  — — 4jc  | = 0 


c n _ n 

5x + 4x  5x  h 4x 


2 sin- 


- cos - 


9x-~ 

= 0 =>  2 sin — cos 


x + - 


71 


9x- 


sin- 


= 0 


ili 


x + - 


n 


cos- 


= 0 


9x-  — 
2 


n 


= kn 


9x = 2 kn 

2 

n 2kn 

x - — + 

18  9 


ili 

ili 

ili 


n 

X H 


2 71  , 

— - — + ln 


' 2 2 

x + — = n + 2ln 
2 

x = — + 2ln 


8.  sin2x  - sinx  - 0 


_ . 2x- 

x 2x  + x 

^ ^ . x 3x 

2 sin 

— cos 

= 0 =>  2 sin  — cos — = 0 

2 

2 

2 2 

* 

SZ/2  — = 0 

ili 

3x 

cos  — = 0 

2 

2 

— -kn 

ili 

3x  n . 

— = — + /w 

2 

2 2 

X = 2&7T 

ili 

^ n ^ 2/^ 

3 3 


9 .  sin  2 x 4-  cos  Jt  = 1 

1 - cos 2 jc  + cos  x - 1 - 0 
- cos2  x + cos  x = 0 =>  cos  x(l  - cos  x)  = 0 
cos  x = 0 ili  1 - cos  x = 0 

TT 

x = — b kn  ili  cos  x = 1=>x  = 2/tt 

2 
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JC 

10.  sin— + cos; t = l 
2 

X 2 X . 2 X .JC  n x 

sin— + cos sin  — = 1 =>  Sin-  + \-2sin 2 — = 1 

2 2 2 2 2 

sin—  -2 sin2  — = 0 =>  sin  — \ l-2sin—\  = 0 


* 

5m—  = 0 

2 

ili 

1 -2  sin—  = 0 

2 

— -kn 

2 

ili 

. x 1 

5m—  = — 

2 2 

x = 2 kn 

ili 

TT  . 

— = — + 2ln  di 

2 6 

x 5n 
— = — + 2/nr 

2 6 

Resenje  je  x 

= 2kn  ili 

x = — + 4 ln  ili 

3 

X 

II 

H* 

+ 

3 

11.  sin  x + cos2  x — — 


inx  + \-  sin 2 Jt  = — /•  (- 1) 
4 V 7 


- 2 . 3 

5/«  x-sinx = 0 


/ . x 1 ± Vl  + 3 1 ±2  / . x 3 , x 

rmx)i,2  ~ ~ (sinx\  *— ,( smx \ = 

-2  2 2 

ili  x = — + 2/  7r 


— =>  ^ 
2 


7T 

T 


12.  C6>5X-C(952X  = 1 

cos  jc  - cos2  x + sin2  x 

COS  X — COS  X + 1 — COS2  X = 1 =>  —2  COS2  X + C<95  Jt 

cosx(l-2cosx)=0 

cosx  = 0 ili  1-2o>5jc  = 0 

* = — + £tt  ili  cc>5x  = — =>x  = ±—  + 2ln 

2 2 3 


0 


Zadatak  11.  Dokazati  jednakosti: 

cos2  (210°  - a)  sin2  (210°  + a) 

J ,+  1 " 

5m2  (90°  + o)  cos2  (9O0  - a) 


1 


4-  2 kn 
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2. 


Vl  - 2 sin  x cos  x 2 sin  x cos  x 

+ — sin  x + cos  x 

sin  x- cos1  x sinx  + cosx 


Resenje: 
1.  - 


sin 


(210o  -a)  sin2 (210°  +a) 

1 _ l + 1 _ i " 

(9O0  + a)  cos2  (9O0  - a ) 


sin2  a 


cos2  a 


-1 


cos~  a 


sin z a 


-1 


5m  a a sin2  a cos2  a 

^ + - 


1 -cos  a l-sin  a 
2 • 2 

= cos  a +*sin  a = 1 


• 2 2 *2  2 
sin~  acos  a sin  acos  a 
- + — 


sin2  a 


cos2  a 


2. 


Vl  -2  sin  x cos  x 2 sin  x cos  x 


sin  2 x - cos 2 x 


= sinx  + cosx 


sin x- cosx 


sinx  + cosx 
)2  2 sinx  cosx 


sinx-  cosx 


(si nx-  cos x )( si  nx  + cos x)  sin x + cos x ( si nx  — cos xj(si nx  + cos x) 
2 sin x cos x 1 + 2 sinx  cos x (sin  x + cos  x)2 

^ = — A — oiv 


sinx  + cosx 


■ = sinx  + cosx 


5m  x + casx 


sin  x + cosx 


Zadatak  12.  Izracunati  vrednost  izraza 

cosx  sinx 


1 - Jgx  c/gx  - 1 


akoje  sinx  = 0,6  , x< 


n 
2 ‘ 


Resenje: 

sinx  = 0,6 

C05  Jt  = -y/l-0,62  = Vl-0,36  = VÖM  = 0,8 

sinx  0,6  6 3 4 

/gx  = = = — = — , ctgx  = — 

cosx  0,8  8 4 3 

cos  x 5m  x 0,8  0,6  4 • 0,8  0,6  • 3 

1 - tgx  ctgx  -1  j_3  4 4-3  4-3 

4 3 


Zadatak  13.  Dokazati  da  je 


2cos2x  + l 

2 C05  X + 1 


2C05X  - 1 
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Resenje: 

2 cos  2 x + 1 
2 C6tf  x + 1 

_ 4 coy  x - 1 
2 coy  x + 1 


2 cor2  x-2sin2  x+l  2cos2  x-2  + 2cos2  x + 1 


2 cosx  + 1 


2 cos  x + 1 


(2  cos  x - 1 V2  cos  x + ] ) 

J-  = 2cosx  + l , 2coyx  + l *0 

2 cosx + 1 


Zadatak  14.  Dokazati  jednakosti: 

1 . 1 + fg*  + — — [ i + tgx — ) = 2tgx  ; 


COSX 

0 l + «y//z2x  /—  f /r 

z.  = V2  cos\ x 

ymx  + coyx  l 4 


Resenje: 

1.  \+tgx  + — — j|  l + tgx — Wl  + fg*)2 !—  = l+2tgx  + tg2x \ 


COSX 


cosx 


cos2  X 


2 

COS  X 


— 1 + 2 tgx  + 


■ 2 

sin  x 


2 2 
COS  X COS  X 


1 1 - sin 2 x cos2  X 

= 1 + 2 tgx = 1 +2/£x — = 2 tgx 


cos2  X 


cos2  X 


2 1 + sin  2x  _ 1 + 2 sin  x cos  x _ ( sin  x + cos  xf 

sin  x + cos  x sin  x + cosx  sin  x + cosx 


= sinx  + cos  x = 


n n 

n \ +x-x  x Hx 

= sinx  + sin\ x =2  sin— cos 

2 J 2 


n 


— 2 sin  — cos 
2 4 


-V2  / 

= 2 cos 

2 


V 


f _ 
2x  - — 
2_ 

2 

v y 


Zadatak  15.  Kolika  je  vrednost  izraza 

(tf  + l)-1  +(6  + l)“1  akoje  ^ = (2  + ^3)  \z?  = (2-V3^' 


Resenje : 

(a  + l)“1  + (/>  + l)_1  = (2  + V3)21  + 1 + ["(2  - + 1 


-1 


2+V3 


+ 1 


1 V’  _ f 1 +2  + V3V1  f 1 + 2-V3 
2- V3  J 2 + VJ  J 2-V3 


30 


vtt 

,2  + Vä, 


3-V3 

2-V3 


2 + V3  2-S  (2  + 73  )(3  - V3  )+  (2  - 73  ](3  + J3 ) 

iwri^r — T+If-s)  — 


6-2V3+3V3-3+6+2V3-3V3-3 

9-3 


Zadatak  16.  Izracunati  vrednost  izraza: 
6-2V5  -76+275  ^ 


Resenje: 

. - 2V5  - -Je+iS 


2 


6 - 2V5  = (a  - £>75  y - a2  - 2abj5  + 562  =>  cz2  + 562  = 6a  a6  = l=>a  = 1,6  = 1 
6 - 2^5  = (l  - V5  )f 
6 + 2V5  =(1  + 75^ 

jVö-275  -76  + 2^5  j 


JC+1 

Zadatak  17.  Resiti  nejednacinu  4*  > 2 x . 


Resenje: 

x+\ 

4‘>2' 


2,  >- 

22  > 2 * 


2x  !>  1 H — 
JC 


2x  - 1 - — > 0 =>  — — - > 0^>(2x2-x-l  > 0 A x > 0)  V (2x?-x-l  < 0 A jc  < 0) 

x x 

„2  . „ l±7l  + 8 1+3  1 

2x  -x-\=Q=>x,r,= = =>  x,  - 1, x,  - — 

4 4 1 2 2 


Resenje  nejednacine  je  x e ( - 2 ,0  j (l,+  oc) 


Zadatak  18.  Izracunati  vrednost  izraza: 


31 


1. 


2 


3 


15 


Kfi-1  T S-2  + 3-^3 
2.  f *\j  1 1 + 6V2  — ■%/ 11  — 6V2  T . 


(V3+5)  2 ; 


Resenje: 


1. 


V3 -1  S-2  3- V3  JV  ’ \ 3-1  3-4  9-3  JV  ' 


V3  + 1 — 3yf3  — 6 + 


- - 15(3  + V3^ 


3+5 


7 = 


- 2V3  - 5 - 


15  + 5S' 


l(V3  + 5)2 


, ,1  

_ -4V3-10  + 15  + 5V3  ^ | _ (V?  + 5/2  _ VV3+5 


2.  ^Vh  + 6a/2 -Vll-6V2  j =^  + Vl)2  -^-Vl)2 

= (3  + V2  - 3 + V^)2  =(2V2]f  =4-2  = 8 


Zadatak  19.  Dokazati  da  svaka  prava  koja  prolazi  kroz  sredinu  srednje  linije 
trapeza  i sece  paralelne  stranice  deli  trapez  na  dva  dela  jednakih  povrsina. 

Resenje: 

Povrsina  trapeza  cije  su  osnovice  a i b i visina  h jednaka  je  ■— ~ - h . Kako  je 

duzina  m srednje  linije  trapeza,  povrsina  je  m-h . Prava  koja  prolazi  kroz 

sredinu  srednje  linije  trapeza  i sece  paralelne  stranice  deli  trapez  na  dva  trapeza 
sa  jednakim  visinama  i jednakom  srednjim  linijama.  Prema  tome,  ovi  trapezi 
imaju  jednake  povrsine. 


Zadatak  20.  Dat  je  trougao  i jedna  prava  L koja  ne  sece  trougao.  Dokazati  da  je 
zbir  normala  spustenih  iz  trouglovih  temena  na  pravu  L jednaka  zbiru  normala 
spustenih  na  istu  pravu  iz  sredina  trouglovih  stranica. 

Resenje: 

Oznacimo  sa  Ml7  M2,  M3  duzine  normala  koje  su  spustene  na  pravu  L redom  iz 


32 


temena  trougla  A,  B,  C.  Neka  su  zatim  mh  m2 , m3  duzine  normala  spustenih 
redom  iz  sredina  stranica  AB,  BC  i CA.  Sabiranjem  jednakosti  + , 


M 2 + Mj 


M3  + Af  j 


*2  » 


= m3  dobijamo  Mj  +M2  +M3  =mj  +m2  +m3  cime  je 


dokaz  zavrsen. 


Zadatak  21.  Dat  je  pravougli  trougao  cije  su  katete  a i b.  Prav  ugao  tog  trougla 
podeljen  je  polupravama  q i p na  tri  jednaka  dela.  Izracunati  duzine  onih 
polupravih  p i q koje  se  nalaze  u datom  trouglu. 


Resenje: 

Iz  slicnosti  trouglova  ABC  i DBE  izlazi 
jednakost 

— = 2abr 

b a a + byj  3 

Slicnim  postupkom  se  dobija 
lab 


Zadatak  22.  Neka  je  E sredina  stranice  AB  kvadrata  ABCD.  Odrediti  u kojoj 
razmeri  duz  DE  deli  dijagonalu  AC. 


Resenje: 

Neka  je  P presecna  tacka  duzi  DE  i 
dijagonale  AC.  Trouglovi  AEP  i CDP 
su  slicni,  odakle  izlazi  da  je 
AP  : CP  = AE  : CD  = 1 : 2, 
jer  je  E sredina  stranice  kvadrata. 


D C 
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Zadatak  23.  Öko  trougla  ABC  opisan  je  krug  i u temenu  A povucena  je 
tangenta  kruga.  Prava  paralelna  sa  ovom  tangentom  sece  prave  AB  i AC  u 
tackama  D i E.  Dokazati  da  tacke  B,  C,  D i E leze  na  jednom  krugu. 


Resenje: 

Treba  dokazati  da  je  cetvorougao  BCED  tetivan, 
tj.  da  vazi  jednakost 

< DCB  + <CDE  = < EDB  + < BCE 
tj.  da  je  < EDB  + < BCE  = 7t. 

Neka  je  < DBC  = ß i < BCE  = y.  Sa  slike  se  vidi 
da  je  < BFA  = y jer  su  to  periferijski  uglovi  nad 
istim  lukom.  Cetvorougao  GDBF  ima  dva  prava 
ugla  kod  temena  G i B pa  je 

< EDB  = 7t  - y tj.  < EDB  + y = 7t, 
cime  je  dokaz  zavrsen. 


F 


Zadatak  24.  Dat  je  paralelogram  ABCD.  Na  pravama  AB  i BC  izabrane  su 
redom  tacke  H i K tako  da  su  trouglovi  KAB  i HCB  jednakokraki  ( KA  = AB, 
FIC  = CB  ).  Dokazati  da  je  trougao  KDH  takode  jednakokrak. 


Resenje: 

Kako  je  AK=AB=CD,  CH=BC=AD  i kako  je 

< ABK  = < AKB  (jednakokraki  trougao), 

< ABK  = < HBC  (unakrsni), 

< HBC  = < BHC  (jednakokraki), 

< BAD  = < BCD  to  je  < KAB  = < HCB  tj. 
vazi  AK  = CD  , CH  = AD,  < KAD  = < HCD 
pa  je  A KAD  = A DCH.  Iz  ove  podudarnosti 
sledi  DK  = DH,  sto  znaci  da  je  trougao  KDH 
jednakokraki,  sto  je  i trebalo  dokazati. 


Zadatak  25.  Tacka  S koja  lezi  u unutrasnjosti  pravougaonika  ABCD  spojena  je 
duzima  sa  njegovim  temenima.  Dokazati  da  je  zbir  povrsina  trouglova  ABS  i 
CDS  jednak  zbiru  povrsina  trouglova  BCS  i DAS. 
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Resenje: 

Neka  su  stranice  pravougaonika  AB  = CD  = a,  BC  = DA  = b.  Zbir  povrsina 
trouglova  ABS  i CDS  iznosi 

N + S2  = —£-  + — ^-  = ^-(hx  +/i2)>  gde  su  /z;  i h2  visine  ovih  trouglova  spustene  iz  S. 
Kako  je  h,  + h2  = b dobijamo  5,  + S2  =~ . Prema  tome,  zbir  trouglova  BSC  i 
DAS  je  takode  ~ , jer  je  povrsina  pravougaonika  ab. 


Zadatak  26.  Dat  je  trapez  ABCD  sa  paralelnim  stranicama  AB  i CD.  Ako  je 
M sredina  stranice  AD,  dokazati  da  je  povrsina  trougla  MBC  jednaka  povrsini 
trapeza  ABCD. 


Resenje: 

Ako  je  h visina  trapeza,  tada  trouglovi  ABM  i CDM  imaju  jednake  visine  koje 
iznose  ^ . Neka  je  AB  - a i CD  = b.  Zbir  povrsina  ovih  trouglova  je: 

S = = + b)h  , a to  je  polovina  povrsine  trapeza. 


Zadatak  27.  Ako  se  u trouglu  ABC  visine  20  ein  povuee  duz  DE  paralelno  sa 
osnovicom  AB,  dobija  se  trougao  DEC  cije  su  stranice:  DE  = 14  cm, 

EC  = 13  cm,  CD  = 15  cm.  Odrediti  stranice  i visinu  trapeza  ABED. 


Resenje: 

Primenom  Heronovog  obrazea  nalazimo  povrsinu  trougla  DEC.  Ona  iznosi 
F'  = 84  cm2.  Na  osnovu  toga  izracunavamo  visinu  K ovog  trougla  spustenu  iz  C 
na  DE,  tj.  h!  = 12  cm.  Kako  su  trouglovi  ABC  i DEC  slieni,  pri  ceniu  je  poznata 
visina  h trougla  ABC  iz  proporeije  AB  : DE  = BC  : EC  = AC  : DC  = h : h'  = 


20  : 12  dobijamo  AB  =—cm  , BC  - — cm 

3 3 


AC 


25cm  . Pomocu  ovih  elemenata 


jednostavno  se  dobiju  stranice  i visina  trapeza  ABED. 


Zadatak  28.  Dat  je  jednakokraki  pravougli  trougao  cija  je  hipotenuza  jednaka 
1.  Nad  njegovom  katetom,  kao  nad  hipotenuzom,  konstruisan  je  drugi 
jednakokraki  pravougli  trougao;  zatim  je  nad  katetom  ovog  trougla,  kao  nad 
hipotenuzom  konstruisan  treci  jednakokiaki  pravougli  trougao  itd.  Izracunati 
zbir  povrsina  svih  tako  konstruisanih  trouglova. 
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Resenje: 

Povrsine  konstruisanih  trouglova  obrazuju  geometrijsku  progresiju  ciji  je 
1 1 

kolicnik  - . Povrsina  prvog  trougla  je  — pa  je  zbir  S svih  povrsina 


2 


Napomena:  Kateta  jednog  trougla  je  VI  puta  manja  od  katete  prethodnog  trougla,  sto 
znaci  da  katete  konstruisanih  trouglova  obrazuju  geometrijsku  progresiju  sa 

kolicnikom  — U . Kako  je  kateta  datog  trougla  -4=  , zbir  S svih  kateta  iznosi 

v2  V 2 


5 = 


_1 1_ 

VI 


=i+VI. 


Zadatak  29.  Dokazati  da  tacke  simetricne  ortocentru  trougla  prema  stranicama 
trougla  pripadaju  krugu  opisanom  oko  trougla. 


Resenje: 

Dovoljno  je  dokazati  da  ova  osobina  vazi  samo 
za  jednu  tacku.  Posmatrajmo  trougao  ABC  oko 
koga  je  opisan  krag.  Uglovi  ABC  i DEC  jednaki 
su  kao  uglovi  nad  istim  lukom  AC.  Sa  druge 
strane  je  < COD=<  ABC  jer  su  to  uglovi  sa 
normalnim  kracima.  Na  osnovu  toga 
zakljucujemo  da  pravougli  trouglovi  ODC  i 
EDC  imaju  iste  uglove.  Kako  je  duz  CD  njihova 
zajednicka  kateta,  ovi  trouglovi  su  podudarni  pa 
je  OD  = DE.  Prema  tome,  tacka  E je  simetricna 
tacki  O u odnosu  na  stranu  BC. 


c 


Zadatak  30.  Na  kruznici  su  date  tacke  A i B i tacka  C na  manjem  od  lukova 
odredenih  tackama  A i B.  Iz  tacke  C spustene  su  normale  na  tetivu  AB  i na 
tangente  kruznice  povucene  u tackama  A i B.  Neka  su  D,  E i F tacke  preseka 
tih  normala  sa  tetivom  AB  i tangentama.  Dokazati  da  je  CD2  = CE  • CF. 
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Resenje: 

Upisimo  u kruznicu  pravougle  trouglove 

BCG  i CAH,  s tim  sto  su  AH  i GB  precnici. 

Ugao  CAB  jednak  je  uglu  CGB  jer  su  to 

uglovi  nad  istirn  lukom.  Uglovi  CGB  i CBF 

jednaki  su  jer  imaju  normajne  krake.  Prema 

tome,  < CBF  = < CAD  sto  znaci  da  su 

pravougli  trouglovi  CBF  i CAD  slicni.  Na 

isti  nacin  se  dokazuje  slicnost  trouglova 

EAC  i DBC.  Na  osnovu  ove  slicnosti 

, • CF  CD  . CE  CD  , , , . 

nalazimo  — = — 1 — = — odakle  ie 
CB  CA  CA  CB  J 

CF  • CE  = CD  , cime  je  dokaz  zavrsen. 


/ad ata k 31.  U kvadratu  ABCD  konstruisan  je  jednakokraki  trougao  PAB  sa 
uglovi ma  na  osnovici  AB  jednakim  15°.  Dokazati  da  su  tacke  P,  C i D temena 
jednakostranicnog  trougla. 


Resenje: 

Trougao  PCD  je  jednakostranican  ako  je 

jz 

njegova  visina  pe  = ^—-,  gde  je  sa  a oznacena 
stranica  kvadrata.  Iz  trougla  FBP  nalazimo: 

FP  = ^ tg\5°  = | - 30"  )=  | (2  - s)=  a - 1 ^3 

odakle  je 

PE  = a-FP  = a-[a-^S\  = ^S . 

Ovim  je  dokaz  zavrsen. 


Zadatak  32.  Za  koje  vrednosti  x funkcija/(xj  = x2-  lax  + a - 1 ima  minimalnu 
vrednost  i kolika  je  ta  minimalna  vrednost?  Ispitati  znak  minimalne  vrednosti  i 
dati  rezultatu  geometrijsko  znacenje. 

Resenje: 

Funkcija/fxj  ima  minimalnu  vrednost  za  x - a.  Ova  minimalna  vrednost  iznosi 
f(a)  = - a + a - 1 . Diskriminanta  ovog  kvadratnog  trinoma  je  negativna,  sto 
znaci  da  je  minimalna  vrednost  funkeije/fxj  negativna  za  sve  vrednosti  a.  To 
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znaci  da  funkcija  fix),  koja  je  takode  kvadratni  trinom,  ima  realne  i razlicite 
korene  za  svako  a. 


Zadatak  33.  Ako  su  x,  i x2  koreni  jednacine  x2  + px  + q - 0,  odrediti  p i q tako 
da  x,  + 1 i x2  + 1 budu  koreni  jednacine  x2  - pzx  + pq  = 0. 

Resenje: 

Ako  su  x,  i x2  koreni  jednacine  x?  + px  + q = 0 tada  j ex,  + l+x2  + l = -p  + 2, 
(x,  + 1 ) (x 2 + 1)  = x,x2  + x,+x2  + l = q-  p+  l.  Prema  tome,  x;  + / i x2  + / su 
koreni  jednacine  x2  + (p  - 2)x  + q - p + 1 = 0.  Kako  su  x,  + 1 i x2  + 1 
istovremeno  koreni  jednacine  x2  - p2x  + pq  = 0,  dobijamo  sistem  jednacina 
p -2  = -p2  , q-p  + 1 = pq. 

Iz  prve  jednacine  nalazimo  p - 1 [\i  p = - 2.  p - 1 druga  jednacina  se  svodi 
na  identitet  q = q,  sto  znaci  da  q moze  biti  proizvoljno.  Za  p = -2  imamo  q = -1. 
Dakle,  resenje  zadatka  glasi:  p - l,q  proizvoljno  i\i  p = - 2,  q = - 1 . 


Zadatak  34.  Odrediti  vrednost  parametra  m tako  da  koreni  x,  i x2  jednacine 
x2  - 3mx  + nf  = 0 zadovoljavaju  uslov  x2  + x2  = 1,75.  Odrediti  korene 
jednacine  u tom  slucaju. 

Resenje: 

Kako  je  x2  + x2  - p2  - 2q  - 9m2  - 2mz  = 1 ,75  dobijamo  nt  = 0,25  tj.  m = ±0,5. 
Zamenom  m u datoj  kvadratnoj  jednacini  dobijamo  dva  para  korena 

X , t = — (3  + yfS ) i Xl2  = — (-3  + V5). 

4 4 

Zadatak  35.  Odrediti  vrednost  parametra  m tako  da  koreni  jednacine 
x2  + (m fix  + m2  + 4m  -12-0 

zadovoljavaju  uslov  x,2  + x22  = 34.  Resiti  jednacinu  za  dobijenu  vrednost 

parametra  m. 


Resenje: 

Kako  je  x,2  + x2  - p2  - 2q  = 34,  gde  je  p = m - 1 i q = nt  +4m  - 12  iz  ove 
jednacine  nalazimo  dva  resenja  m,  = -1  i m2  = -9.  Za  m = m,  dobijamo 
kvadratnu  jednacinu  x2  - 2x  - 15  = 0,  iz  koje  je  x,  = 5 i x2  = -3.  Za  m = m2 
dobijamo  kvadratnu  jednacinu  - lOx  + 33  = 0 ciji  su  koreni  kompleksni  tj. 

x{  = 5 + 2-j2i  i x2  =5  - l-Jli . 


38 


Zadatak  36.  Dat  je  kvadratni  trinom  k(x)  = (p  - 2 )x2  - 2px  + 2p  -3,  gde  je  p 
realan  parametar. 


Resenje: 

1°  Nejednakost  k(x)  <0  ispunjena  je  za  svako  x ako  je  koeficijent  uz  x2  manji  od 
nule  i ako  k(x)  nema  realnih  nula,  tj.  ako  je  diskriminanta  kvadratne  jednacine 
k(x)  = 0 manja  od  nule.  Prema  tome,  iz  sistema  nejednacina 
p-2<0,  p2  - (p  - 2)(2p  - 3)  <0  dobijamo/?  <1. 


2°  Iz  jednacine 


2/? 


-T  + -T  = 2 

2 2 

X1  x2 


tj.  x2  + x22  - 2(x,x2)2  dobijamo 


\P~  2. 


j 2p -3 

— 2— = 2 

r 2/>-3n| 

J P~  2 

l P - 2 J 

19p  + 15  = 0 


i 15 

P\  = J , P2=—- 
4 


Svodenjem  ove  jednacine  nalazirno  4p 2 
Zaista,  za  p = p,  = ] jednacina  - x2  - 2x  - I = 0 ima  korene  x{  — x2  = -1  za  koje 

jednacina  7^  - 30x  + 8 = 0 ima  korene 


1 1 ^ 

Je  ~~7  “*  7 = ^ * 


^ 15 

Za  p-P')  = — 
4 


x19  = 


(l  5 ± 3-y/TT  ) 


za  koje  je  takode  — + — = 2 . 


Zadatak  37.  1°  Ako  su  xt  i x2  nule  trinoma  k(x)  - c/.r  -h  bx  + c,  a ^0,  izraziti 
(1  + Xj)  / (1  - x})  + ( 1 + x2)  / (1  - x2)  pomocu  a,  b i c. 

2l)  Dokazati  da  iz  cinjenice  da  je  trinom  k(x)  pozitivan  ako  i samo 
ako  je  1 <x  <3,  sleduje  a <0. 

Odrediti  za  koje  je  vrednosti  x u tom  slucaju  ispunjena  nejednakost 
ax2  - bx  + c >0. 


Resenje: 

1°  Kako  je 


1 + xx  1 + x2 
L + - 

1 - 1-X2 


2(l  ~ vt  v2  ) 

l-(^i  +x2)+xlX2 


, primenom  Vijetovih  pravila 


nnamo  A - — . 

a + b + c 

2°  Trinom  k(x)  ima  nule  x,  = 1 i x2  = 3.  Prema  tome,  on  se  moze  napisati  u 
obliku  k(x)  = a(x  - l)(x  - 3)  = a( x2  - 4x  + 3 ).  Zaista,  ako  je  a < 0,  ovaj  trinom  je 
pozitivan  za  1 <x  <3.  Jednostavno  se  dokazuje  da  vazi  i obrnuto.  Nejednakost 
ax 2 - bx  + c>()  svodi  se  na  a(x3  + 4x  + 3)  >0.  Kako  je  a < 0,  ova  nejednakost 
je  ispunjena  za  -3  <x  <-l. 
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Zadatak  38.  Data  je  funkcija  fix)  = x + (k  + 2)x  + 2k,  k - realni  parametar. 

a)  Dokazati  da  su  za  svako  k koreni  jednacine/fx)  = 0 realni. 

b)  Odrediti  k tako  da  jednacina  fix  - k)  - 2x  = 0 ima  resenja  x,  - 0,  x2  = 7.  Za 
tako  odredenu  vrednost  k naci  minimum  funkcije/fjc  - k)  - 2x. 


Re  sen  je: 

a)  Diskriminanta  kvadratnog  trinoma  D - (k  + 2f  - 8k  = (k  - 2f  ne  moze  biti 
negativna,  pa  su  koreni  jednacine /ix)  = 0 realni. 

b)  Jednacina  f(x  - k)  - 2x  = 0 svodi  se  na  kvadratnu  jednacinu  x 2 - kx  = 0. 
Za  k = 7 koreni  ove  jednacine  su  x,  = 0 i x2  = 7.  U tom  slucaju  kvadratni  trinom 

2 ’ • —49  7 

x - 7x  ima  minimum  — - za  x = — . 

4 2 


Zadatak  39.  Neka  je/fxJ  = x2  + (3k  + I )x  + 5k  i g(x)  = (k+  / jx2  + 4kx  + 7k. 
1"  Naci  sve  vrednosti  realnog  parametra  k za  koje  je 
fix)  > g(x)  za  svako  x 

2"  Naci  najmanju  vrednost  funkeije  F(x)  = 2fik  - 1 ) + g(-l). 


Resenje: 

1 1 Nejednakost  fix)  > fix)  svodi  se  na  kx2  + (k  - I )x  + 2k  <0.  Da  bi  ona  bila 
ispunjena  za  svako  x,  treba  da  vaze  nejednakosti  k <0  i (k  - I)2  - 8k2  <0,  odakle 

• , -I-2V2 

Je  k < . 


2 Imamo 


F(x)=  2((A-  - l)2  4-  (3^  + 1 X*  - 1 ) + 5^)+  (k  + 1 - 4k  + lk)=  U2 

. . | 3 

minimum  Fmin  = — dobija  se  za  k = --  . 

8 8 


3 V 


I 


+ 6£  + l = 8U+-| 
8, 


Zadatak  40.  Za  koju  je  vrednost  realnog  parametra  a zbir  kubova  jednacine 
öx2  + 6(a  - I)x  - 5a  + 2a2  = 0 najveci? 

Resenje: 

Kako  je  8 = x,J  + xy'  = (x,  + x2)  (x,2  -x,x2  + x2)  = - p (p2  - 3q)  gde  su  p = a - I, 

(-5a + 2 a2)  . 1 / 2 9 1 ( 1 j2  1 , . . . 

1 imamo  S = — [a  +a-2)= a+—  za  a = — dobi  amo 

6 2V  ’ 8 2 ^ 2)  2 
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Zadatak  41.  Neka  je  f(x)  — x2  + (a  - 2)x  + a + 5.  Odrediti  realan  parametar  a 
tako  da  jednacina /(x)  = 0 ima  realne  korene  x,  i x2  koji  zadovoljavaju  uslov 

X JC  11 

— + — = — + — + 2.  Za  tako  nadeno  a odrediti  x za  koje  je  0 t£f(x)  ^ 3 . 

-^1 

Resenje: 

Primenom  Vijetovih  formula  dobijamo  x,  + x2  = 2 - a i x,x2  = a + 5.  Da  bi 
jednacina/fxj  = 0 imala  realne  korene  x2  i x2  potrebno  je  da  diskriminanta  bilde 
veca  od  nule  tj.  D = b2  - 4ac.  >0  odnosno 
(a  - 2f  - 4(a  + 5)  = a2  - 16  = (a  - 4)  (a  + 4)  >0. 

Ako  koreni  x,  \x2  zadovoljavaju  jednacinu 
xl  x2  1 1 

— + — = — + — + 2 sredivanjem  jednacine  dobijamo 

x2  X\  JC)  x2 

x\  +x2  x?  +jr,  +2(x,x0 ) , , ,,  , 

= — — odnosno  (x,  + x2)2  - (Xi  + x2)  - 4x,x2  = 0 tj. 

(2  - a)2  - (2  - a)  - 4(a  + 5)  = 0.  Kvadratna  jednacina  a2  - 7a  - 18  = 0 ima  dva 
resenja  a — 9 i ,a  = - 2,  ali  da  bi  bilo  D >0  resenje  mora  biti  samo  a = 9. 


Zadatak  42.  Data  je  funkcija  y = x2  + px  + q.  Odrediti  vrednost  parametara  p i 
q tako  da: 

a)  grafik  funkcije  sece  apcisu  osu  u tacki  A(-1,0)  a ordinatu  osu  u tacku  B(0,3) 

b)  grafik  funkcije  dodiruje  apcisu  osu  u tacki  T(4,0) 

c)  funkcija  ima  minimum  - 4 za  x = 1. 


Resenje: 

a ) p = 4 , q = 3 

b)  Datu  funkciju  napisati  u kanonicnom  obliku  tj. 

2 

pretpostavke  izlazi  sistem  q-  — = o i 4p  + <?  = l6=0. 


c)  Iz  pretpostavke  sledi  sistem  jednacina  = l i q -■!—  = - 4 dakle  p =2,q  = -3. 


Zadatak  43.  Data  je  funkcija  y = ax2  - 2x  - 5.  Odrediti  parametar  a tako  da 
funkcija  postize  maksimalnu  vrednost  -2.  Za  nadenu  vrednost  ispitati  tok  i 
skicirati  grafik  funkcije. 
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Resenje: 

Iz  obrasca  D = — - - sledi  4a(~5)~(~2) 


4a 

y = — x~  -2x-5  = - — (x  + 3)2  -2  . 
3 3 


4a 


-2  , a = --  a funkcija 


1 2 


/adatak  44.  Data  je  funkcija/fxj  = x?  - x + 1.  Ispitati/(0j,/(7j,/(-  l),f(a  + 1)  i 


/I- 


Resenje: 

f(0)=l,  f(l)  = l,  /(-!)  = 3,  f(a  + 1 ) = (a  + 1 f - (a  + 1 ) + 1 = a2  + a + 1 


f 


\)  a‘  - a + \ 


a ) a “ 


Zadatak  45.  Odrediti  parametar  m tako  da  vazi  relacija 
a)  x2  - nix  - nt  -5  = 0,  relacija 


4 -_L+  1 1 


xxx2  x{  x2  2 

_L  J 10 

X,2  X- 

ako  su  xl  i x2  resenja  date  jednacine. 


b)  (m  - 2)x2  - 2 nix  + 2m  -3  = 0,  relacija  + = — 


V1  *2 


Resenje: 

b c 

a)  Iz  jednakosti  primenom  Vijetovih  formula  x{  + x2  = — i xtx2  = — dobijamo 


4 x2  + x,  1 , 

= — odnosno 


4 ml  . 

—f — \ = — r — < — . Iz  ovog  lzraza  sledi 

(m2  + 5)  - (m2  +5j  2 


*1*2  *1*2  2 

jednacina  m2  + 2m  -3  = 0 cija  su  resenja  m,  = 1 i m2  = - 3. 

(xl  + x2)2  - 2xjX2  _ 10 

(*1*2  f 3 

3[  2m  1 -6— — --10I  — — -1  =0  sredivanjem  jednakosti  dobijamo  kvadratnu 


b) 


m -2 ) m -2 


m - 2 


jednacinu  40m2  - 162m  +126  = 0 cija  su  resenja  m{  =3  i 


21 

20 


Zadatak  46.  U jednacini  kx?  - (2k  + l)x  + 1 = 0 odrediti  parametar  k tako  da: 
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a)  X|  + x2  — 3 


b)  xxx\ 


= 4 


c)  — + — = 5 


Resenje: 

1 2k  4- 1 

LZ  X{  +x2  = 1 JtiX 


2 - — dobijamo: 


a)  Xj2  + x 2 = 5 , (*/+  x2j2  - 2x}x2  = 3 , 


2k  + 1 


-1.3 

k 


(2k+  l)2  -2k -3k2  = 0 , 4k2  + 4k  + 1 - 2k  - 3k2  = 0 
k2  + 2k+  1 =0  , (k+  I)2  = 0,  kI2  = - 1. 

b)  x,x22  + x,2x2  = 4 , x,x2(x2  + x,)  = 4 , + 1 = 4 , 2k  + 1 = 4k2  , 

k k 


4k?  -2k- 1 = 0 , k 


1±V5 


1,2 


C)  — + — = 5 , 


X0  + X, 


= 5 , Xj  4-  x2  = 5xjX2  , 


2k  = 1 5 


= j , k = 2 . 
k 


Zadatak  47.  Ako  brojevi  a2 , b2,  c2  obrazuju  aritmeticku  progresiju,  ispitati  da  li 
brojevi  ~ takode  obrazuju  aritmeticku  progresiju. 


Resenje: 

Iz  uslova  da  a2 , fr , er  obrazuju  aritmeticku  progresiju  sledi 


Uslov  da  druga  tri  broja  obrazuju  aritmeticku  progresiju  daje 

1 a + c 4-  2b  1 a + c + 2b 


c 4*  ci 


1 1 
- + - 


b + c a + b ) 2 b~  +(a  + c)b  + ac  2 a2  + c 


a + c + 2b 


1 


( a 4*  c\a  4-  c 4 2b)  a + c 

za Visen. 


gde  smo  koristili  uslov  b2 


■4-  (a  + c)b  4-  ac 

2 


Ovim  je  dokaz 


Zadatak  48.  Ako  je  al  > 0,  a2  > 0,  ...  , an  > 0 i ako  ah  a2,  ...  , an  obrazuju 
aritmeticku  progresiju,  dokazati  identitet 


1 1 1 n — l 
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Resenje: 

Ako  racionalisemo  razlomke  na  levoj  strani  identiteta  dobijamo: 

gde  Je  d diferencija 


- ü'l 


*n-\  un 


aritmeticke  progresije.  Ako  se  u dobijenom  razlomku  racionalise  brojilac  i ako 


se  koristi  relacija  an  = al  + (n  - l)d , dobija  se 


n- 1 


7^7- 7^7 


cime  je  dokaz 


zavrsen. 


Zadatak  49.  Ako  su  aIt  a2,  ...  , an  clanovi  aritmeticke  progresije  dokazati  da  je 

n-  l 


1 1 1 
— + + ...  + 


(2*2  #2  ^3 


an-\an  alan 


Resenje: 

Zadatak  se  moze  resiti  na  dva  nacina. 

Primenom  metoda  matematicke  indukcije: 
za  n = 2 jednakost  vazi. 


neka  je  Sn  = — — + — — + ...  + — - 


aia2  a2a3 


<*»- \a 


i pretpostavimo  da  je  jednakost 


n-\un 


tacna,  tj.  da  je  Sn  =— — - . Ako  levoj  i desnoj  strani  dodamo  —■ - 


dobijamo  Sn+i  =Sn  + - 


1 


n — 1 1 

+ 


lnun+\  u\un 


a,an  ana 


nun+\ 


nan+ 1 ~an+ 1 +<*1 


*\unun+l 


...  (*). 


Kako  je  an+1  = an  + d i an  = al  + (n-l)d  jednakost  (*)  postaje 
Sn+i  = sto  znaci  da  je  jednakost  tacna  ako  umesto  n uvedemo 

a \“n+\ 

n + 1.  Ovim  je  induktivni  dokaz  zavrsen. 

Resenje  2.  Kako  je: 

1 


s-7 


1 

d 

_ 1 

1 

Q 

1 

-5* 

Ö 

1 

1 ^ 

" d 

^k^k-hl 

~ d 

akak+\ 

" d 

\ Üb 

a 

:Jfc+l 

■Sn 

mozemo  pisati 

1 

l 

1 

l_  1 

1 

_0 

_ 1 

' \ 1_N 

«2  + 

a2 

T . . . T 

a'i 

an+ 1 

any 

~ d 

,al  any 

1 (n  - \)d  n - 1 


d axan 


a}a 


1 un 
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Zadatak  50.  Data  je  funkcija/fx)  = jt2  - 3x  + 2. 

1°  Dokazati  da  razlike  fix  + 1)  - fix ) , fix  +2)  - fix  + 1),  fix  + 3)  - fix  + 2), ... 
obrazuju  aritmeticku  progresiju. 

2°  Koju  vrednost  treba  dati  promenljivoj  x da  bi  zbir  pet  prvih  clanova  te 
progresije  bio  60? 

3°  Koliko  clanova  najmanje  treba  sabrati  za  nadeno  x da  bi  zbir  bio  veci 
od  120? 


Resenje: 

1°  Kakoje  : a0  = f(x + 1)- f(x)-2x-2 
ax  = f(x + 2)  - f(x + l)  = 2x 

ak  = f(x  + k + 1)  - f(x  + k)  = 2x  + 2k  -2 

zakljucujemo  da  dati  niz  zaista  obrazuje  aritmeticku  progresiju  cija  je  razlika 
(diferencija)  d = 2. 

2°  Zbir  prvih  pet  clanova  iznosi  S5  = fix  +5)  - fix)  = lüx  + 10.  Iz  jednakosti 
lOx  + 10  = 60  sledi  da  je  x = 5. 

3°  Za  x=5  dobijamo  a0  = 8 i an  = 8 + 2n  te  je  Sn=  (a0  + an  )=  (n  + iX«  + 8) . 

Nejednakost  S„  > 120  ispunjena  je  za  n > 8,  sto  znaci  da  treba  sabrati  najmanje 
9 clanova  progresije  pa  da  zbir  bude  veci  od  120. 


Zadatak  51.  Odrediti  prirodan  broj  n ako  se  zna  da  je  zbir  1 + 2 + 3 + ...  + n 
trocifren  broj  cije  su  sve  cifre  jednake. 

Resenje: 

Zbir  n prirodnih  brojeva  iznosi  + 1).  Kakoje  ovaj  zbir  jednak  trocifrenom 
broju  sa  istim  ciframa,  dobijamo 

— («  + 1)=  100m  + 10m  + m = 111m  =3-37 -m  , tj.  n(n  + l)=  2-  3 • 37 • m pri  cemu 

m e {l,2,3,...,9}.  Na  levoj  strani  ove  jednakosti  je  proizvod  dva  uzastopna  prirodna 
broja,  pa  mora  biti  i desna  strana  proizvod  dva  uzastopna  prirodna  broja,  odakle 
zakljucujemo  da  je  m = 6 jer  je  tada  2 • 3 ■ m-36 . Prema  tome,  n = 36.  Zaista,  zbir 
prvih  36  prirodnih  brojeva  iznosi  666. 


Zadatak  52.  Tri  broja  obrazuju  geometrijsku  progresiju.  Ako  se  drugi  clan 
poveca  za  8,  progresija  prelazi  u aritmeticku  progresiju.  Ako  se  sada  poslednji 
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clan  ove  aritmeticke  progresije  poveca  za  64,  dobija  se  opet  geometrijska 
progresija.  Odrediti  pomenuta  tri  broja. 

Resenje: 

Neka  su  ovi  brojevi  a,  aq,  aq2.  Prema  uskovu  zadatka  brojevi  a,  aq,  aq2 

2 

obrazuju  aritmeticku  progresiju,  pa  je  a + “q  =aq  + 8...  (*),  dok  brojevi  a, 
aq+8,  aq2+64  obrazuju  geometrijsku  progresiju,  tj.  (aq  + s)2  = a(a</2  +64) 
(**)•  Iz  jednacine  (**)  nalazimo  da  je  q = 4-~.  Zamenom  q u jednacinu  (*) 

dobijamo  9a 2 - 40a  4-  16  = 0 =>  a = 4 i a = i,pasu  odgovarajuce  vrednosti 

q jednake  redom  3 i -5.  Na  osnovu  toga  trazeni  brojevi  su:  4,  12,  ?6  i 
4 -20  100 

9’  9 ’ 9 


Zadatak  53.  Prvi  clan  aritmeticke  progresije  je  a1=--,  a zbir  S„  = 36. 

6 

Odrediti  broj  clanova  progresije  ako  je  zbir  drugog  i petog  clana  jednak  nuli. 
Napisati  prvih  sest  ölanova  progresije. 


Resenje: 

Kako  je  Sn  =j(a1  +an)  i an=  a,+(n-l)d  iz  uslova  a2  + a5  = 0 dobija  se  da  je 
diferencija  ove  progresije  d = i i broj  sabranih  clanova  je  n = 18.  Prvih  sest 


clanova  su  : 


_5 1 J_  J_  _5 

6’  2’  6626 


a2  = --  + (2-l)i 


6 

as  = + (5  ~ l)4 

o 


■=>  d — — 
3 


Iz  36  =- 
2 


- ^ + f- + («  - l)--j  dobijamo  n 2 - 6n  -216  = 0 tj.  n . = 18. 


Zadatak  54.  Zbir  prva  cetiri  clana  aritmeticke  progresije  je  1,  a zbir  sledeca 
cetiri  clana  je  25.  Odrediti  zbir  prvih  37  clanova  progresije. 
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Resenje: 

Iz  S4  = — (a,  + )=>  1 = 2(a,  + a,  + 3<f)  tj.  2a,  + 3d=?  ...  (*) 

Iz  Ss  -S4  = 25=>25  = 4(a,  +a,  + 7d)  tj.  2a,  + ld  = — ...  (**) 

Resavanjem  jednacina  (*)  i (**)  dobijamo  a.  =-2,d  = -,S„  =925 

2 


Zadatak  55.  Dokazati  da  su  brojevi  ~= — , — i-— tri  uzastopna  clana 

v 2 — 1 2 — V 2 2 

opadajuce  geometiijske  progresije.  Ako  su  ta  tri  broja  u isto  vreme  prva  tri 
clana  beskonacne  progresije  naci  njenu  sumu. 


Resenje: 
Kako  je 


J2+1  1 


V2-1  2 2(72-1  J U-7? 


zakljucujemo  da  su  dati  brojevi  zaista 
clanovi  jedne  geometiijske  progresije,  a iz  — ' — .■  — + 1 _ 1 

2-V2  V2-I  2 + 7? 

zakljucujemo  da  je  ova  progresija  opadajuca.  Zbir  S beskonacne  progresije  cija 
su  ovo  tri  clana  je  5 = 4 + 37? 


1-9. 


Zadatak  56.  Ako  pozitivni  brojevi  a,  b i c obrazuju  aritmeticku  progresiju, 

lll 


dokazati  da  brojevi 
progresiju. 


—j= — r’~F — l='~f= — /=■’  takode  obrazuju  aritmeticku 

V b 4-  v c "v  c 4-  v a \ ci  \J  b 


Resenje: 

Ako  a , b,  c obrazuju  aritmeticku  progresiju,  tada  je  b - a = c - b = d.  Na  osnovu 

1 4c  — 4b  1 4c  — 44  1 4b  — 44 


toga  je 


4~b  4-  4c 


i + i _ 4c  - 4b  ^ 4b  - 44  ^ i 


4b  4-  4c  44  + 4b  d d yfc  + 44 

brojevi  zaista  obrazuju  aritmeticku  progresiju. 


d ’7?+7?  2 d ’yfb-yfe  d Pd  JC 

odakle  zakljucujemo  da  dati 
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Zadatak  57.  Tri  broja  ciji  je  zbir  19  eine  geometrijsku  progresiju.  Ako  se 
poslednji  broj  smanji  za  jedan  dobija  se  aritmeticka  progresija.  Koji  su  to 
brojevi? 

Resenje: 

Ako  je  a + b + c = 19  i ako  a,  b,  c - 1 obrazuju  aritmeticku  progresiju  onda  je 

v . f)  c 

b - a=  c - b - 1 = d.  Kako  je  jos  i — = — = </  (a,  b,  c obrazuju  geometrijsku 

a b 

progresiju)  to  se  iz  sistema: 
a + b + c = 19 
2b  - a - c - - 1 
b2  - c-a 

dobija:  iz  pi"ve  dve  jednacine  vrednost  b = 6.  Ako  sad  to  zamenimo  u trec'u 
jednacinu  dobijamo  36  = c-a.  Iz  a + c = 13  i a-c  = 36  dobijamo  smenom 
a-13-c  kvadratnu  jednaäinu  c2  - 13c  + 36  = 0 cija  su  resenja  4 i 9 pa  su 
trazeni  brojevi  4,  6,  9. 


Zadatak  58.  Odrediti  tri  broja  ah  a2,  a3  koji  eine  geometrijsku  progresiju,  ako 
brojevi  ah  a2,  a3  - 3 eine  aritmeticku  progresiju  i njihov  broj  je  21. 

Resenje: 
a,  + a2  + a3  = 21 
a,  + <2.  - 3 

a2  - a,a3 

a2  = 6,  a,  + a3  = 15,  a,a3  = 36 

Resavanjem  sistema  dobijamo  kvadratnu  jednacinu: 

a3  -15a3  + 36  = 0 tj.  a3 j = 12  a332  — 3 

pa  su  trazeni  brojevi:  a,  - 3 , -a2  - 6 , a3  = 12  . 


Zadatak  59.  Odrediti  zapreminu  piramide  cija  je  osnova  pravougaonik  sa 
stranicama  a -1,2  cm  i b=0,9  cm,  dok  su  boene  ivice  jednake  duzine  S=l,25cm. 
Ravan  paralelna  osnovi  polovi  visinu  date  piramide.  Odrediti  zapreminu  dvaju 
dobijenih  tela. 
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Resenje: 


Zapremina  piramide  je  V =-BH  . Visina  piramide  je  H = S2  -( — ] , gde  je  d 


dijagonala  osnove.  Prema  tome  je  H = 2 yj(2S  f -a2  - b2  = 1 cm . Ako  je  H , visina  i 

V , zapremina  odsecene  piramide,  iz  njene  slicnosti  sa  piramidom  od  koje  je 

odsecena,  izlazi  Vl  :V  = (Hl  .tf)3  =-=>V l =-V  = 0,045cm 2 . Ostatak  je  piramida 

8 8 

zapremine  V2  = V - V,  — 0,315  cm2. 


Zadatak  60.  , Osnovne  ivice  pravilne  trostrane  zarubljene  piramide  su  a i b 
(a>b),  a bocne  ivice  zaklapaju  sa  osnovom  ugao  a.  Odrediti  zapreminu  ove 
piramide. 


Resenje: 

Visina  pravilne  trostrane  piramide  cija  je  osnovna  ivica  a i cije  bocne  ivice 

aj j 

zaklapaju  sa  osnovom  ugao  a,  ima  visinu  H = — — tga . Prema  tome  njena 


zapremina  V,  iznosi 


V.  =-BH~- 


1 a2yß  ajh 


tga  = — tga.  Ako  se  od  ove 


3 3 4 3 12 

piramide  sa  ravni  paralelnoj  osnovi  odsece  piramida  cija  je  osnovna  ivica  b, 
njena  zapremina  V2  odreduje  se  na  osnovu  osobine  slicnih  tela 


v’  ‘ V2  - — tga  . 

12 


V2:Vl=(b:af 

Zapremina  zarubljene  piramide  V ima  vrednost  V = V{  - V2  =■ 


r3  -b3 


12 


■tga  . 


Zadatak  61.  U polulopti  poluprecnika  R upisana  je  pravilna  cetvorostrana 
piramida  cija  baza  lezi  na  bazu  lopte.  Odrediti  povrsinu  i zapreminu  piramide. 

Resenje: 

Bazis  ove  piramide  je  kvadrat  upisan  u krug  poluprecnika  R.  Ako  je  a stranica 
kvadrata,  tada  je  ayfI  = 2R  tj.  a = R^fl  . Visina  piramide  je  H = R.  Bocna  ivica 
piramide  je  S = R->j2  , sto  znaci  da  je  bocna  strana  piramide  jednakostranicni 

trougao  stranice  rJ 2.  Na  osnovu  toga  rtalazimo  V = -a2H--Ri  , 

+ = 2(i +V5)(2. 
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Zadatak  62.  Osnova  piramide  SABC  je  jednakokraki  trougao  cije  su  stranice 
— = = 6.  Sredina  D duzi  BC  je  podnozje  visine  piramide,  a visina 

SD  = 1.  Naci  povrsinu  i zapreminu  piramide. 


Resenje: 

Neka  su  A,  B,  C,  D temena  ovog  trapeza  i S presek  dijagonala.  Kako  su 

trouglovi  ABS  i CDS  jednakokraki  - pravougli,  visina  trapeza  iznosi 
i _ a b a + b . 

2 + 2~~2~ ' ^rak  C Se  doblJa  pnmenom  Pitagorine  teoreme,  tj. 


+ b2)=>c=—-yfä^~Tb^  . Dijagonala 


trapeza  zaklapa  ugao  od  45°  sa  osnovicom.  Stoga  je  d = hy/2  - — (a  + b) 

2 

Povrsina  trapeza  iznosi  P = h = ( 


Zadatak  63.  Izracunati  povrsinu  jednakokiakog  trapeza  ako  su  mu  dijagonale 
uzajamno  ortogonalne,  duzina  ki'aka  jednaka  S i ugao  izmedu  vece  osnovice  i 

kiaka  jednak  a.  Iziacunati  zapreminu  zarubljene  kupe  koja  nastaje  obrtanjem 
tog  trapeza  oko  njegove  ose  simetrije. 


Resenje: 

Neka  su  at  b i h redom  osnovice  i visina  trapeza.  Posto  je  trapez  jednakokrak,  a 

dijagonale  su  uzajamno  ortogonalne,  dijagonale  zaklapaju  sa  osnovicama  ugao 

od  45  . Na  osnovu  toga  mozemo  izraziti  at  b i h pomocu  S i cx. 

Kako  je  h = S*sincc,  AE  = S-cosa,  imamo 

a = AE  + EB  = AE  + h = S(sina  + cosa) 

b = a - 2AE  - S(sina  - cosa). 

Povrsina  trapeza  iznosi 

a + b . 2 - 2 

/ = h = S sur  a 

2 

Zapremina  zarubljene  kupe  je 


D b c 


\/  = — (p2  + ) gde  je  R = — i r =—  . 

3 v ) * J 2 2 

Prematome  V = — (a2  +ab  + b2)=— S2  sina{2-cos2a). 
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Zadatak  64.  Srediste  kruga  upisanog  u pravougli  trapez  udaljeno  je  od  krajeva 
duzeg  kraka  p = 2 cm  i q — 4 cm.  Naci  povrsinu  tog  trapeza. 


Resenje: 

Na  osnovu  jednakosti  < GOC  = < EOC  i < EOB  = < FOB  zakljucujemo  da  je 
trougao  COB  pravougli,  cija  je  hipotenuza  duzi  krak  trapeza  BC  = ^P2  + q2  . 
Jdipotenuzna  visina  ovog  trougla  je  poluprecnik  upisanog  kruga  u trapez  i 


iznosi  r = — LH — . Kako  su  osnovice 

•17^ 7 

tiapeza  AB  = r + ^jq2  - r2  , 

DC  = r + yfp2  -r2  i visina  GF  = 2r, 
povrsina  iznosi 
P = r^2r  + ^p2  ~2  +V?2-»-2  j 

Ako  u ovu  jednakost  uvedemo 
izra^unato  r dobijamo 

Zap  = 2cm  ■ 4cm 

p +q 


imamoF  = 14,4  cm2. 


Zadatak  65.  Ostar  ugao  romba  jednak  je  30°,  a njegova  veca  dijagonala  ima 
duzinu  dj.  U taj  romb  upisan  je  pravougaonik  tako  da  se  jedna  od  njegovih 
dijagonala  poklapa  sa  manjom  dijagonalom  romba.  Izracunati  povrsinu  tog 
pravougaonika. 


Resenje: 


Odnos  dijagonala  romba  dat  je  jednakoscu  — = ?^15°.  Stranice  p i 

d2 

pravougaonika  su  p = d2sinl5°  i q = d2cosl5°.  Prema  tome,  povrsina 
pravougaonika  iznosi 


<7 
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Zadatak  66.  Izracunati  poluprecnik  sfere  koja  dodiruje  osnovu  ABC  pravilnog 
tetraedra  SABC  i ivice  SA,  SB  i SC  ako  je  SA  = a. 


Resenje: 

Neka  se  S'  podnozje  visine  tetraedra  koja  je  spustena  iz  S na  osnovu  ABC. 
Posmatrajmo  trougao  AS'S.  Centar  sfere  O pripada  visini  SS'.  Iz  slicnosti 
trougliva  AS’S  i DOS  dobijamo 

ko  j< 
a-v/ 3 


— - = . Kako  je  DO  = OS’  = r, 

OS  AS 


AS  = a,  AS'  = - 


> SS’  = H = aJj, 


OS  = H - OS'  imamo 

r V3  yfl 

= =>  r = -=a 

H-r  3 3 + V3 


Zadatak  67.  U sferu  poluprecnika  R upisan  je  valjak  maksimalne  zapremine. 
Dokazati  da  je  r : R = ^2  : , gde  je  r poluprecnik  osnove  valjka. 


Resenje: 

Neka  je  H visina  valjka.  Kako  je  njegova  zapremina  V = m2H,  a r,  R i H su 
povezani  Pitagorinom  teoremom  tj.  4R 2 = 4r 2 + H\  eliminaeijom  r dobijamo 

73  ^ dV 

~dH 


V — 71 


irn-- 


h 3 


V 


. Izuslova  — = R2 - — H2  1 = 0 i 


3 

4 


d2V 


dir 


— 7ttl  nalazimo  da 
2 


je  zapremina  maksimalna  za 


r : R = >/2  V3  sto  je  i trebalo  dokazati. 


tj.  za  r2  = — R2.  Odavde  sledi 
3 


Zadatak  68.  Obiin  romba  iznosi  2p,  a zbir  njegovih  dijagonala  m.  Naci 
njegovu  povrsinu. 

Resenje: 

Iz  datih  uslova  imamo  2a  — p,  dj  + d2  = m.  Kako  je  dl-d2  = 2P,  df  + d2  = 
4a2  = p2,  iz  m2  = (d,  + d2f  = d,2  + d2  + 2d,d2  dobijamo  m 2 = p2  + 4P,  tj. 

2 _ 2 

P = — — — - - . Da  bi  zadatak  imao  resenje  mora  biti  m >p. 
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Zadatak  69.  Piramida  cija  je  osnova  pravougaonik  sa  stranicama  a i b i 
jednakih  bocnih  ivica  / presecena  je  jednom  ravni  paralelno  osnovi  na  dva  dela 
jednakih  zapremina.  Naci  rastojanje  vrha  piramide  od  ravni  preseka. 


Resenje: 

Neka  je  H visina  piramide  i H,  rastojanje  vrha  piramide  od  ravni  preseka.  Tada 
iz  uslova  datih  u zadatku  dobijamo  H 3 H3  =1 :2  ...  (*),  tj.  ~Jj^H  • Kako  je 


d2  = a2  + b2  (d  je  dijagonala  osnove),  bice  H =1 2 -|  — ] = 


4 lz  -aL  -bl 


pa  na 


osnovu  jednacine  (*)  dobijamo  H , = 


V4/2  -a2  -b2 


2^2 


Zadatak  70.  U trouglu  cija  je  osnovica  a i visina  h upisati  pravougaonik 
najvece  povrsine.  Naci  povrsinu  tog  pravougaonika. 


Resenje: 

Povrsina  pravougaonika  S = x-y.  Iz 
slicnosti  trouglova  ABC  i EDC  izlazi 

a : h = x : (h  - y)=>  x ~^-(h  - y),  te  je 
h 

S = j(hy-y2).  Maksimalna  povrsina 
sma*=—  dobijaseza  y = -. 


c 


Zadatak  71.  Öko  lopte  poluprecnika  a opisana  je  zarubljena  kupa  cija  je 
izvodnica  S.  Naci  povrsinu  te  kupe. 

Resenje: 

Neka  je  x poluprecnik  donje  osnove  i y poluprecnik  gornje  osnove  zarubljene 
kupe,  h visina  i S izvodnica.  Ako  se  kupa  presece  sa  ravni  koja  prolazi  kroz 
osnovu,  dobija  se  tangentni  cetvorougao,  za  koji  vazi  x + y = S ...  (*); 
(x  - yf  = S2  - h2  ...  (**)  =>  x-  y = yfs2  -/i2  . Povrsina  zarubljene  kupe  je 
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P = tfx2  + y2  + s(x  + y)).  Iz  jednakosti  (*)  i (**)  sledi  *2  + y2  ~/|2) 


pa  je 


P = 71 


2S 


2 h 


2 \ 


. Kako  je  h = 2a  dobijamo  P = 2tv(S2  -cf). 


Zadatak  72.  U krug  je  upisan  kvadrat  AB  CD.  Neka  je  M tacSka  na  luku  AB, 
takva  da  je  veli&na  duzi  AM  jednaka  7,  a velicina  duzi  BM  jednaka  5^2  . 
Izracunati  velicine  duzi  MD  i MC. 


Resenje: 

Posmatrajmo  trougao  AMB.  Oznacimo  stranicu  kvadrata  sa  a.  Ugao  AMB 
jednak  je  135°,  jer  je  to  periferijski  ugao  nad  lukom  BCDA,  ciji  je  odgovarajuci 
centralni  ugao  270°. 

Primenom  kosinusne  teoreme  na  trougao 
AMB  dobijamo 

AB2=a2  =AM2  + BM2  - 2AM-BM-cosl35°= 

( fö' 

= 49  + 50  - 2 • 7 • 5V2  • =169, 


odakle  je  a = 13.  Kako  je  trougao  DMB 
pravougli,  pomocu  Pitagorine  teoreme 
nalazimo 

MD  = BD  - MB 2 =(^3^2^  -(5-^)"  =288=12'  -2  tj.  MD  = 12-^2  . Slicno  ovome  iz 
pravouglog  trougla  AMC  dobijamo 

MC 2 =AC2  -MA2  =3  (13V2)2  — 72  =289,  odakle  je  MC  = 17. 


Zadatak  73.  Data  su  dva  koncentricna  kruga  ciji  su  poluprecnici  r i R ( r<R ). 
Izracunati  duzinu  stranice  jednakostranicnog  trougla  cije  je  jedno  teme  na  krugu 
poluprecnika  r,  a ostala  dva  na  krugu  poluprecnika  R. 

Resenje: 

Na  slici  je  prikazan  kruzni  prsten  sa  konstruisanim  jednakostranicnim 
trouglovima.  Kao  sto  se  vidi,  postoje  dva  resenja. 
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Neka  je  x stranica  veceg  trougla  ABC. 

R 

Obzirom  da  je  OF  = CF -OC  =—x-r  i 

2 

X 

AF  = — , pnmenom  Pitagorine  teoreme  na 
trougao  AFO  dobijamo 

fr:  \2 


s 


= R > tj. 


JC2  -V3 rx-(l<2  - r2 )=  0 . 


Pozitivno  resenje  ove  kvadratne  jednacine  je  x = 


Sr  +V4/?2  ~2 


Na  slican 


naci  dobijamo  stranicu  y manjeg  trougla  y = 


- Sr+SÄR1  -r2 


/adatak  74.  U pravilni  trougao  ABC  upisan  je  pravougaonik  tako  da  jedna 
njegova  stranica  lezi  na  hipotenuzi  AB  (ostala  dva  temena  su  na  katetama). 

Odrediti  stranice  tog  pravougaonika  ako  je  njegova  povrsina  P = -,  AC=4, 

BC=3. 


Resenje: 

Pravougaoni  trougao  sa  upisanim  pravougaonikom  prikazan  je  na  slici. 

Neka  su  stranice  pravougaonika  FG=x,  B 

EF=y  i neka  je  hipotenuzna  visina  hr.  Iz 
slicnosti  pravouglih  trouglova  EHC  i 
ABC  izlazi  EH:h=AB:h0,  gde  j eh  H 

hipotenuzna  visina  trougla  EHC.  Kako  je  a 

EH=jc,  hc=—,  AB=c  i h-hc-y,  imamo 

c 

— — — = —r.  Za  a-3,  b=4,  c=5  dobijamo  c 

hc  — y ao  J 

c 

12  . v.  25 
hc=—>  da  jednacina  postaje  x = 5-  — y . Iz  ove  jednacine  i uslova 

5 v 5 95  2 

P = xy  = - dobijamo  dva  resenja:  xl=  — ,yl=  2,x2=  — ,y2=  — . 

3 6 6 5 
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Zadatak  75.  Dve  izvodnice  prave  kupe  koje  grade  ugao  a odreduju  ravan  7t. 
Ravan  7t  je  nagnuta  prema  ravni  osnove  kupe  za  ugao  ß.  Naci  zapreminu  kupe 
ako  je  njena  visina  H. 


Resertje: 

Neka  je  h= BS  visina  trougla  ASC.  Imamo 
Hlh  = sinß,  tj.  h = H/sinß.  Trougao  BSC 
(ili  ABS)  je  pravougli  i njegova 
hipotenuza  je  s=CS  (ili  s=AS).  Odavde 


nalazimo 


Prema  tome 


H 


a _ a 


cos — sinß  cos 


sin  ß cos — 
2 


2 2 


A 


Na  osnovu  toga  izracunavamo  zapreminu  kupe: 


Zadatak  76.  U jednakostranicnom  trouglu  stranice  a=6  cm  upisana  je  kruznica 


decimale)  povrsinu  lika  izmedu  K,  i K2. 

Resenje: 

Presecne  tacke  kruznice  K,  i K2  obelezimo  sa  D i E.  Neka  je  P,  povrsina 
kruznog  isecka  DBE,  a P2  povrsina  figure  izmedu  luka  DE  kruznice  K,  i duzi 
DB  i BE.  Tada  je  trazena  povrsina  P = P,  - P2. 


c 


A 


n 
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Zadatak  77.  Od  kvadrata  stranice  a nacinjen  je  omotac  valjka.  Izracunati 
zapreminu  valjka  u funkciji  od  a. 

Resenje: 

Zapremina  valjka  je  V=BH.  Kako  je  omotac  napravljen  od  kvadrata  stranice  a 
to  je  H=a,  a obim  bazisa  B je  takode  a.  Kako  je  bazis  krug  iz  jednacine  0=2rn 

nalazirno  da  je  r = — = — . Bazis  je  onda  jednak  B = r2  n = — -n  pa  je  trazena 
2tt  2n  4 n 

2 3 

a a 

zapremina  v = B-N  = — --n-a-  — . 

F 4k2 


Zadatak  78.  Ako  se  precnik  AB  ma  kog  kruga  podeli  tackama  C i D na  tri 
jednaka  dela  tako  da  je  AC  = CD  = DB  pa  se  nad  AC  i AD  s jedne  strane,  a nad 
BD  i BC  s druge  strane  precnika  opisu  polukrugovi,  onda  je  povrsina  kruga 
podeljena  na  tri  jednaka  dela.  Dokazati. 


Resenje: 

Povrsina  osencenog  dela  je 


1 2 

1 ( 

'2  r' 

1 

'rV 

P - —r~'7ü  - 

— 

7T+- 

- n 

2 

2 1 

v 3 , 

2\ 

v3  J 

= —r~n r~7C+ — r"n  =—rn 

2 9 18  3 

tj.  predstavlja  trecinu  povrsine  kruga. 

Lako  se  dokazuje  da  je  povrsina 

osencena  tackasto  podudama  prvoj,  tj. 

ona  predstavlja  takode  -^/-27r  odakle  sledi 


trvrdenje. 
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